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RESUMEN
El trabajo aborda uno de los aspectos menos tratados en € Proceso Analitico Jerérquico: su estudio
probabilistico. En lo que sigue, se estudia como incorporar a modelo la incertidumbre existente en la emision
de juicios por parte del decisor a través de distribuciones de probabilidad reciprocas. Se completa € estudio
analizando, mediante una interpretacion probabilistica de las puntuaciones finales, s existen diferencias
estadisticamente significativas entre las alternativas.
PALABRAS CLAVE: Proceso Anditico Jeréarquico (AHP), distribuciénes reciprocas, estructuras de

preferencia.

1. INTRODUCCION

El Proceso Analitico Jerarquico (AHP) es una técnica de decisién multicriterio basada en el principio
de agregacion jerarquica, que consta de las siguientes etapas (Saaty, 1977, 1980): (1) Modelizacion, (2)

Valoracion, (3) Priorizacién, y (4) Sintesis.

En lo que sigue nos vamos a centrar exclusivamente en la segunda etapa (valoracién), en la que €
decisor incorpora al modelo, mediante una matriz de comparaciones pareadas A=(g;) i,j=1....,n, l0s juicios o
valoraciones que reflgjan la importancia relativa de las aternativas. En su formulacién inicial los valores g;
pertenecian alaescala{1,3,5,7,9}. Vargas (1982) considera distribuciones de probabilidad ala hora de estimar
los juicios promedio de un grupo de personas, y prueba que, bajo la hipétesis de consistencia débil y
distribuciones Gamma para los juicios, € vector de prioridades obtenido por €l método del autovector (EM) se
distribuye como una Dirichlet. Moreno y Vargas (1993) relgjan la hip6tesis de precision o certidumbre en los

juicios'y proponen la distribucion reciproca uniforme en un intervalo (R[a,b]).

A continuacion vamos a realizar un planteamiento estocéstico del problema, considerando que los g;
son observaciones o realizaciones particulares de un suceso A cuya distribucion de probabilidad debe verificar

“laideade reciprocidad”.

El trabajo ha quedado estructurado como sigue: €l siguiente epigrafe (82) caracteriza las distribuciones
reciprocas y reciprocas simétricas, y presenta algunos casos particulares. El epigrafe tercero (83) andliza las
distribuciones reciprocas en AHP, y calcula, cuando los juicios siguen unalognormal, la distribucion del vector
de prioridades obtenido mediante € método de la media geométrica por filas (RGM). El epigrafe cuarto (84)
compara, en un caso particular y para diferentes distribuciones reciprocas, las probabilidades de las estructuras
de preferencia obtenidas mediante los métodos EM y RGM. En e Ultimo epigrafe (85) se destacan las

conclusiones més relevantes del trabajo.



2. DISTRIBUCIONES RECIPROCAS Y RECIPROCAS SIMETRICAS. CASOS PARTICULARES.

Teniendo en cuenta las caracteristicas de los juicios emitidos en AHP, esto es, &l {1,2,..,9}, 0 en
general, en A*, vamos a definir lo que se entiende por variable aleatoria reciprocay reciproca simétrica, para a

continuacion recoger una serie de resultados que caracterizan dicho tipo de distribuciones.

Definicion 1.- Una variable aleatoria X definidaen A se dice simétrica si su funcion de densidad f(x) verifica:
f(-x)=f(x) " xI A.

Definicion 2.- Unavariable aleatoria X definidaen A* se dice reciproca (RC) de otra variable aleatoriaY si X
y 1Y estan idénticamente distribuidas. (Analogamente, si 1/X e Y estan idénticamente distribuidas).

Definicion 3.- Una variable aleatoria X definida en A* se dice reciproca simétrica (RCS) s es reciproca de si

misma, esto es, si X y 1/X estan idénticamente distribuidas.

En este caso, tanto los valores de x como los de 1/x deben pertenecer al dominio de definicién. En €
caso continuo el dominio sera de la forma [1/a,a], que en lo sucesivo denominaremos dominio reciproco
simétrico.

Teorema 1.- Dos variables aleatorias X e Y son reciprocas s y slo si:

F(xo) =1- lim G(1/xg) " %ol A™ con F(0)=G(0)=0.
X® Xg

donde F(x) y G(y) son las respectivas funciones de distribucién de las variables aleatorias X e Y.
Demostracion:
F(xo) = P(X £ Xo) = P(/Y £ Xo) = P(Y 2 1xg) =1-P(Y < 1/xo) = 1x|é>r2 G(1/%,) #
NOTA 1. En € caso discreto, X e Y son variables aleatorias reciprocas s y s6lo si P(X=xg) = P(Y=1/xo),
" xol AT
NOTA 2: En € caso continuo, s X e Y son dos variables aeatorias con funciones de densidad f y g
respectivamente, estas variables son reciprocas si y solo si:
Ftodx = §loy)dy "abl A’
0 equivalentemente:
PXT [ab]) =P(Y T [Ub, V/al)
Corolario 1.- (Fichtner, 1983) Una variable aleatoria X esreciprocasimétricasi y solo si:

F(X,) =1- limF(1/x,) " XoI A™ con F(0)=0.
X® X

donde F(x) es lafuncién de distribucion de X.



NOTA 3: En € caso discreto, X variable aleatoriareciproca simétricasi y sdlo si P(X=xg) = P(X=1/xy),
n XOT A+

NOTA 4: En €l caso continuo, X variable aleatoria con funcion de densidad f es reciproca simétricasi y solo si:

Ftodx = ¢ f(x)dx "abl A’
0 equivalentemente:
PXT [ab]) =P(XT [1/b, 1/a])

Teorema 2.- Dos variables aeatorias continuas X e Y son reciprocas si y solo si sus respectivas funciones de

densidad f y g cumplen:
gl/x) =x*f(x) "xi A*
Demostracion: En laexpresién integral dada en la Nota 2 se hace el cambio de variabley = 1/x en €l término de

laizquierda de laigualdad. #

Corolario 2.- (Fichtner, 1983) Una variable aleatoria continua X es reciproca simétrica si y solo si su funcién

de densidad f cumple:
f(Ux) =x*f(x) " xi A*

Teorema 3.- (Fichtner, 1983) Una variable aleatoria X es reciproca simétricasi y solo si log X es una variable
aleatoria simétrica.

Demostracion: El caso discreto es trivial. En € caso continuo, la funcién de densidad de la variable aleatoria Y
= log X (en lo sucesivo log representa el logaritmo neperiano) viene dada por g(y) = f(¢") €', dénde f(x) es la

funcién de densidad de X. Setiene que g(-y) = f(e¥) €”; y g(y) = g(-y) s y sdlo s f(1/x) = x? f(x). #

Considerando e axioma de reciprocidad, e intentando flexibilizar las imposiciones restrictivas de
valores precisos parala estimacion de los juicios, en lo que sigue se van a presentar una serie de distribuciones,
o familias de distribuciones, que verifican la propiedad de reciprocidad de las variables aleatorias asociadas a

losjuicios.

Definicion 4.- Unavariable al eatoria se dice uniforme reciproca en [a,b], R[a,b] (Moreno y Vargas, 1993), s su

funcién de densidad viene dada por:

Sias 1
f(x):ﬁ x1 [a,b]
S bfl
1 1 o
f(x)=+—>x> x1 [ab]
Yo X
SiaElEh:
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Definicion 5.- Una variable aleatoria se dice uniforme reciproca simétrica en [1/b,b] s tiene la siguiente

x1 [1,b]

funcion de densidad:

i1 1 -

i=——x= xI [1/b]]
=122 X

i . X1

La variable aeatoria uniforme clasica en [a,b] es la que da € mismo peso a todos los valores del
intervalo en € que esta definida. La variable aleatoria uniforme reciproca definida en Moreno y Vargas (1993)
pretende incorporar la idea de reciprocidad en la distribucién uniforme. Su expresion depende de si €l valor 1
pertenece a intervalo, se encuentra por encima, o por debgo. Asi, € intervalo [ab] tendrda la misma

probabilidad que €l intervalo [1/b, 1/d].

Definicion 6.- Una variable aleatoria se dice triangular reciproca en [a,b], TR[a,b], si su funcion de densidad

viene dada por:
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Si b-1£ Va-1 (U b£ 1/a):

i
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Definicion 7.- Una variable aeatoria se dice triangular reciproca simétrica [1/b,b] si tiene la siguiente funcion
de densidad:
i1 1.1
-—xx— s 1/bExE1L
o0={ 0O e
I———xb- x) s 1£x£Eb
f(b- 27

Definicion 8.- Una variable aleatoria se dice que sigue una distribucion lognormal LogN(ms) si su funcion de

densidad viene dada por:

1 1 i0mx-m? 0F x<¥
_—ez 2 X<
S S

Si X es una variable aleatoria lognormal LogN(ms), Y = log X sigue una distribucion normal N(ms)

f(x) =

1 1y-m?
—e 2 2
sV2p )

Teorema 4.- Ladistribucion lognormal LogN(0, s) es una distribucién reciproca simétrica.

cuya funcion de densidad es: g(y) = -¥<y<¥,

Demostracion: Si X tiene una distribucién lognormal LogN(0, s), como la distribucion de Y = logX es normal

N(0, s) que es simétrica, aplicando €l teorema 3 se tiene que X es reciproca simétrica. #

3. DISTRIBUCIONES RECIPROCASEN AHP. VECTOR DE PRIORIDADES.

En lo que sigue, se van a aplicar las distribuciones reciprocas anteriores en la obtencion de la
distribucion de probabilidad de las prioridades asociadas a las diferentes aternativas, cuando en procedimiento

seguido en la obtencién de las mismas es la media geométrica por filas (RGM) (Crawford y Williams, 1985).

Teorema 5.- S X e Y son dos variables aleatorias reciprocas b aX e Y/a son también variables aleatorias

reciprocas.
Demostracion. Por ser X e'Y reciprocas se tiene que g(1/x) = x* f(x).
Lafuncion de densidad de U = aX esh(u) = (1/a) f(u/a), y ladeV = Y/aesk(v )= ag(av).

k(1/v) = ag(alv) = a(v/a)? f(v/a) = v* (U/a) f(v/a) = v? h(v) (teorema2) #



Corolario 3.- Si X es una variable aleatoria reciproca simétrica, entonces aX y X/a son reciprocas, pero no
simétricas (salvo parad caso trivia a=1).
NOTA 5: Ladistribucion de aX no tiene porqué ser de la misma familia que X, como ocurre con la distribucion

uniforme reciproca. En cambio si la distribucion de partida es lognormal, la transformada, aX, también lo es.

Teorema 6.- (Fichtner, 1983) Si X es una variable aleatoria continua reciproca simétrica b X2 (at 0) también
es reciproca simétrica. Ademas, si e dominio de X es(1/c,c), el dominio de X? es (1/c?c?).
Demostracion: Por el Teorema 3, sabemos que X es reciproca simétricaU U = log X es simétrica. Entonces se
tiene que V = log X®= alog X es simétrica U Y = X? es reciproca simétrica, basta ver que si U = logX es
simétricab V =aogX también lo es.

Por otra parte, si h(u) es la funcion de densidad de U, aplicando €l teorema 2 y € corolario 3, la
funcion de densidad de V se puede expresar en funcién de h como k(v) = (1/a)h(v/a). Si U es simétrica se tiene
gue h(u) = h(-u), luego k(v) = k(-v), con lo que queda demostrado que V también es simétrica b X® es

reciproca simétrica. #

NOTA 6: La variable aleatoria X® no tiene porqué ser de la misma familia que X, basta comprobarlo con la

variable aleatoria uniforme reciproca simétrica. Pero si X eslognormal, latransformada, X?, también lo es.

Teorema 7.- Si X e Y son dos variables aleatorias reciprocas simétricas independientes b Z=XY también es

una variable aleatoria reciproca simétrica.

Demostracion: Por el teorema 3, como la suma de variables al eatorias simétricas sigue también una distribucion
simétrica, se tiene que logZ = log(XY) = logX+logY es simétrica al serlo logX y logY, y por tanto Z es

reciproca simétrica. #

Teorema 8.- Toda variable aleatoria X definida en un intervalo [a,b] puede expresarse como el producto de una

constante y una distribucion definida en un dominio reciproco simétrico Z.

Demostracion: Trivial, tomando como constante la media geométrica de los extremos del intervalo:

B _ : L _ 1 é | o/ U
X = +ax Z. Como X es una variable aleatoria en [a,b], € dominio de Z= EX €S % AQ que es
reciproco simétrico. #

El dominio de la variable aleatoria U=+vax Y es el mismo que el de Z, siendo Y la variable aeatoria

reciproca de X.

Por el teorema 4, Z y U son distribuciones reciprocas, con € mismo dominio de [1/c,c], aunque no

tienen porque ser variables aeatorias reciprocas simétricas. Como contragiemplo, basta tomar la variable

aleatoria uniforme en [ab] con a3 1. En este caso la variable deatoria Z=

uniforme (pero no reciproca) en g\/%, \/% E

X sigue una distribucién

1
Jaxb



Teorema 9.- Toda variable aleatoria X definida en un intervalo [a,b] puede expresarse en terminos de una

variable aleatoria Z definida en un interval o reciproco simétrico dado de antemano [1/e, €].

Demostracién: Utilizando la transformacién vista en el teorema 8 pasamos a una distribucién definida en un
intervalo reciproco simétrico. Para llegar a un dominio reciproco simétrico dado [1/e, €] utilizaremos una
transformacion del tipo X*® vistas en €l teorema 6. La transformacién para llegar a una distribucion definida en
[1/e, € sera
@1 gl ingy - [o _ "
Z_%b XX /inc con c—\/Z por lo que X =axpxz /ine #

Definicion 9.- (Crawford y Williams, 1985) Dada una matriz de comparaciones pareadas reciproca A = (g;)
con a;> 0, € vector de prioridades obtenido segiin e RGM vide dado por:

.1n
X~ 0}

wi=¢Qaz ,i=1..n
j=1..,n 7]

Teorema 10.- Si loselementos a; T A son variables aeatorias independientes y reciprocas simétricas, entonces,

los elementos del vector de prioridades también se distribuyen segin una variable reciproca simétrica.
Demostracion: Inmediata por losteoremas6y 7. #

En general los a; de la matriz de comparaciones pareadas no tienen porqué seguir una distribucién

reciprocasimétrica. Lo que si se cumple es que lavariable alestoria g; y la variable aleatoria a; son reciprocas.

Teorema 11.- El vector de prioridades w; obtenido segin € RGM puede expresarse como el producto de una

constante y una distribucion definida en un dominio reciproco simétrico fijado de antemano.

Demostracion: Basta aplicar la transformacion vista en teorema 9 para cada a;, y la definicion 9 del vector de
prioridades al utilizar el RGM.

Si g; se distribuye en [ljj,u;] y su distribucion es reciproca de la de g;, la transformacion para cada g;

sera

Inc,/lne é | l:l "
i Y N _ | Y

L Uy 2y = A1 Uy ,con byl &|—, NIGL }é, y €=
i\l B}

De estaforma, los elementos del vector de prioridades quedan:

Inc /Ine

é@ﬁ' é i %Cl)nb' é = ‘él g b

La constante es la media geométrica de los extremos de todos |os interval os considerados. #

Teorema 12.- Si los elementos de la matriz de comparaciones pareadas siguen distribuciones lognormales

independientes, €l vector de prioridades obtenido por e RGM sigue una distribucién lognormal.



.1n
X~ 0}

Demostracion: Tenemos que w; = a.T ,i=1..,n y hemos supuesto que los a; se distribuyen segin
< ]
i=1,.n @

lognormal es independientes, que provienen de variables N(p;;,S ).

19 . 3 3 I\
alna;, se tiene que: & Ina, ~ N(m s) donde m=am,, s’=as;
1 j=1

Si definimos T, =Inw =— i i
nij= j=1 j=1

luego T; ~ N(min , s/n). Deshaciendo el cambio de variable w. =e" P Se tiene que w; tiene una distribucion

lognormal.

2
Sjj

Ademés, la media y varianza de los & es E(a;) = e 2 yVar(a;) = e (6% - 1), por lo que la
mediay varianza de w; es:

2 1o 1 o 2 2 1le 1
m.s ~anfras] ms_ s zant+=
]

1
Ew)=en 2 =" 20"y Var(wi):ezﬁ?(e?- D=e" "

(e

Qo

o] 2
as; Sij
i

nz =

- ). #

4, ESTRUCTURAS DE PREFERENCIA MAS PROBABLES. CASO PARTICULAR.

Entendiendo por estructura de preferencia cada una de las posibles ordenaciones de |as prioridades w;
de las alternativas, vamos a obtener mediante simulacion para € caso particular propuesto en Moreno y Vargas
(1993), cuales son las probabilidades de las estructuras de preferencia cuando utilizamos en RGM y distintas
distribuciones reciprocas para obtener los juicios. Estos resultados se comparan con los obtenidos en € trabajo

anteriormente citado en el que seempleaban €l método del EM y la distribucién uniforme reciproca.

Dadalamatriz de intervalos de juicio:

g 1 [1/4.4] [2,6]3
A=é [1/4.4] 1 [12a
dveyd [v2 1

se han realizado 10" simulaciones para cada una de las distribuciones consideradas. Estas han sido: (1) la
uniforme reciproca, y (2) latriangular reciproca definidas en los intervalos que aparecen en la matriz anterior;
(3) la distribucién lognormal (con media y varianza las de la triangular) truncada en €l intervalo considerado;
la reciprocas simétricas consideradas, (4) uniforme reciproca simétricay (5) triangular reciproca simétrica, son

las alcanzadas a aplicar el teorema 8.



L os resultados obtenidos son:

Tabla 1. Resultados de la simulacion

Minimo Media Méaximo D. Tipica
(1)Uniforme | wy | 0.2349 0.4778 0.7079 0.1291
reciproca w, | 01585 0.3548 0.5799 0.1202
ws | 0.1076 0.1675 0.2552 0.0275
(2)Triangular | wy; | 0.2612 0.4815 0.6914 0.0998
reciproca w. | 01705 0.3519 0.5607 0.0934
ws | 0.1156 0.1666 0.2416 0.0190
w; | 02425 0.4465 0.7021 0.0936
(3)Lognorma | w, | 0.1678 0.3845 0.5701 0.0892
ws | 01174 01691 0.2430 0.0173
(4Uniforme | w; | 0.2362 0.4699 0.7080 0.1286
reciproca w. | 01607 0.3522 0.5790 0.1194
simétrica ws | 01082 0.1779 0.2604 0.0307
(5)Triangular | wy; | 0.2519 0.4696  0.6945 0.1010
reciproca w. | 01649 0.3509 0.5589 0.0938
simétrica ws | 01157 01795 0.2516 0.0227

En cuanto a las estructuras de preferencia que se presentan se tiene:

Tabla 2. Probabilidades de |as estructuras de preferencia.

Uniforme | Triangular Uniforme | Triangular
reciproca | reciproca | Lognormal | reciproca | reciproca
simétrica | simétrica
{ w3 W23 w} 0.5955 0.6914 0.5934 0.5828 0.6704
{ w3 w3 W} 0.3949 0.3084 0.4063 0.3909 0.3281
{ w3 w33 wo} 0.0096 0.0002 0.0003 0.0263 0.0015

L os resultados obtenidos utilizando la distribucion uniforme reciproca son similares a los obtenidos en
Moreno y Vargas (1993), como debia ocurrir ya que para matrices 3x3 los vectores de prioridades obtenidos
utilizando EM y RGM coinciden (Crawford y Williams, 1985). Los recorridos de los w; son similares para todas

| as distribuciones consideradas.

Si comparamos los resultados obtenidos utilizando las distribuciones uniforme y triangular reciprocas
(1) y (2)) y los alcanzados con las reciprocas simétricas de la misma familia ((4) y (5)), se observa que en €
segundo caso hay menores diferencias entre los elementos del vector de prioridades, asi como en las

probabilidades de |as estructuras de preferencia

En general se aprecia que las mayores diferencias se presentan con la distribucién triangular reciproca
(3). En cuanto a la distribucion lognormal (5), las probabilidades de las estructuras de preferencia son similares
a las obtenidas con la uniforme reciproca, mientras que los valores de las prioridades presentan menores

diferencias que con las otras distribuciones, pero con una menor variabilidad.

Para terminar, sefialar que puede darse una interpretacion probabilistica de las puntuaciones finales
gue permita determinar si hay diferencia significativa entre dos alternativas. Denotando por P[wj] la suma de
las probabilidades de todas las estructuras de preferencia en las que w = max{w, j * v}, y considerando a como

la probabilidad de error tipo | (Rosembloom, 1995) puede establecerse:



Definicion 10.- Se dice que la aternativa Ai es mas preferida que la aternativa Aj con un nivel de
significaciona, (O£a £1) U Pw 3 w) ? 1-a, donde P(w 3 w) es la suma de todas |as probabilidades de las

estructuras de preferenciaen las quew; 3.3 w;.

En el gemplo anterior, Al es preferidaa A2 con un nivel de significacion de 0.41 para cualquier tipo

de distribucion, al tomar el mayor de los a para cadatipo de distribucion.
Definicion 11.- Laaternativa Ai eslamas preferidaal nivel a si Plwi] = max{ P[w], j=1,...,n} * 1-a (Of a £1).

En e gemplo anterior, Al es la alternativa més preferida con un nivel de significacién de 0.41

cualquiera que sea la distribucion elegida.

5. CONCLUSIONES

El trabgjo presenta una serie de resultados relativos a las distribuciones reciprocas y reciprocas
simétricas en AHP. Asi mismo, proporciona la distribucién de probabilidad correspondiente a las prioridades de
las alternativas cuando el método utilizado en su obtencion es el RGM y se suponen distribuciones lognormales

paralosjuicios.

Concluye con un estudio de simulacién en € que se calculan las diferentes estructuras de preferencias
gue se presentan en un caso particular, sus probabilidades y una interpretacion probabilistica de las

puntuaciones finales basada en €l error tipo I.
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