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RESUMEN

En el presente trabajo se propone como modelo probabilistico para los fendmenos a los que se
les debe aplicar metodologia PERT, la distribucion trapezoidad que ha sido empleada
anteriormente en relacion a una estimacion subjetiva por intervalo del valor mas probable. El
criterio utilizado permite la especificacion completa de la distribucion, a partir de las tres
estimaciones periciales clasicas. valor pesimista, optimista y mas probable. El estudio se

completa con unaregla de actuacion clara en las situaciones reales.

PALABRAS CLAVE: Estimacién subjetiva, PERT, distribucion de probabilidad trapezoidal .

1. INTRODUCCION

Es sobradamente conocido que los modelos probabilisticos usados en la metodologia PERT,
tanto s esta se utiliza en € estudio de la duracion de un proyecto de fabricacion o realizacion de
un trabajo en funcion de la duracion de las diferentes tareas o actividades, ROMERO (1991),
como en andizar la bondad de un proyecto de inversién mediante sus diversos flujos de cgja,
actualizados seglin su valor capita SUAREZ, (1980), son las distribuciones de probabilidad
rectangular o uniforme, triangular y beta. La utilizacién de la primera distribucién solo requiere
un primer nivel de informacion que sea suficiente para estimar los valores minimo (a) y maximo
(b), mientras que €l uso de cualquiera de las dos distribuciones restantes precisa de un segundo

nivel de informacion mayor que € anterior, ya que ademés de estimar los vaores a y b,



anteriores, debe proporcionar una informacion mucho més co rometida, la correspondiente a

valor més probable o modas (m).

Las tres estimaciones subjetivas anteriores permiten gjustar perfectamente la distribucién
triangular, no ocurriendo lo mismo con la distribucion beta, debido a que esta es

tetraparamétrica.

Para resolver este problema, en la literatura especiadizada, se recurre bien a hipétesis
smplificadoras que permiten la especificacion casi completa de dicha distribucion, ROMERO
(1991), SUAREZ (1980), 0 bien se intenta obtener informacion adicional, con la que pueda
realizarse € guste con mayor, aunque no totad precision. En esta linea estén los trabajos de
CHAE y KIM (1990), MOITRA (1990) y PEREZ RODRIGUEZ (1995), que agregan
informacién sobre la verosimilitud relativa de la moda, sobre la simetria 0 sobre el apuntamiento

de la distribucion, respectivamente.

Por otra parte, parece poco conveniente que después de exigir un mayor nivel de informacién
por el compromiso de la estimacion del valor modas, dicho valor no aparezca en la expresion de
lavarianza de la distribucion beta usada como modelo tradicional en la metodologia PERT. Una
manera sencilla de resolver este inconveniente es utilizar las ti-es estimaciones subjetivas del
PERT en la forma que se precisa en HERRERIAS, (1995), para la distribucion beta. Otra
solucion menos simple es la que se propone en este trabajo, usando una distribucion diferente a

la beta, tal como la distribucion trapezoidal .

2. EL MODELO PROBABILISTICO

El modelo trapezoidal surge como modelo hibrido de las distribuciones rectangular y triangular,
HERRERIAS-CALVETE (1987) y HERRERIAS-MIGUEL (1989), y ha sido utilizado en
rdlacion con la edtimacion subjetiva por intervado del valor més probable
HERRERIASCALVETE (1987). Su funcién de densidad responde a la expresion:
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de cuya grafica hatomado € nombre:

siendo (my, my) € intervalo donde se encuentrala moda m.

Para el modelo genera de funcion de densidad (2.1) se obtiene que lamedia es:
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b- m+mz- ad
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Y lavarianza

2(b- a)(mz- my)(mz2- a)(b- m)o
(b- m+me- a) o

V[Tp]:1—188b- my)’ + (M2~ @)’ + (me- a)(b- me) -

(Véase HERRERIAS-MIGUEL, (1989))

Puede observarse que s my,° ay mp, °© b, dicha distribucion coincide con la distribucién
uniforme o rectangular, mientras que s m;,° Ny, © m dicha distribucion se convierte en la
distribucién triangular. En cada caso, las expresiones parala mediay la varianza, por supuesto,

también coinciden.



Cuando la distribucion (2.1) es simétricarespecto alarectax = ¢ = (a+b) /2, (my, - a= b - my,
b—-m=m-a a+ b-m+ m), aparece una simplificacién apreciable en la expresion de la

ftmcidn de densidad y, por ende, en las caracteristicas estocasticas de la distribucion. Se tiene:
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donde: K = = =
m-a b-m b-m+m,-a

siendo entonces sus caracteristicas estocasticas las siguientes:

a+b

E(x) =

V=2 m, - o + - m Pl= > [o- m) + (.- af ]

Un estudio detallado de este caso relevante puede verse en HERRERFAS-CALVETE (1987),

En lo que sigue estudiaremos las distribuciones trapezoidales no simétricas, s bien € punto

medio del intervalo de definicion va a estar comprendido entre los valores my, y m.

En las siguientes proposiciones se demuestraque, S m, < ¢ = (a+ b) / 2 < my,, entonces la
media de la distribucion trapezoidal esta en € intervalo (c, mp.) o bien en d intervalo (my, c) ,
segln sea la distancia entre ¢ y m2 mayor o menor, respectivamente, que la distancia entre m, y
¢. Como casos particulares observaremos aguellos en que m, o bien m;, coincide con €l centro ¢
del intervalo.



Proposicion 1

Sea X una variable aleatoiia, cuya distribucion es trapezoidal, definida segin (2.1) sobre €l

intervalo de cvtremosaybycentroc, c= (a+ b) / 2

S severifica que
Ofc-m<m,-cC
entonces
c<E[X]<m,
La siguiente figura ilustra e enunciado de la proposicién: la hipétesis exige que m; sea menor
gue c y este, a su vez, sea menor que m,. La distancia entre m; y ¢ ha de ser menor que la

distancia entre c y m,. En este supuesto, la esperanza matemética es un valor comprendido

\

entrecy my,

En efecto:

a) Primero queremos demostrar que ¢ < E(X) , esdecir, que se verifica

1-I-O:

lee bm, - am,
c<=ga+b+mm, - 2
3§ m,m, m, -

b-m ag

N

Si en ladesigualdad (2.7) sustituimos a+b por 2c y operamos convenientemente, obtenemos:

c(b- m)+c(m, - a)<m,((b- m)+m,(m, - a)

gue se puede escribir como:



(c—my) (b—my) < (M - &) (M - )

De la hipétesis (2.5) se deducen las desiguadadesc—my < m,-cy,b—m < m, — a, que
implican la veracidad de la desigualdad (2.9) y por tanto se verifica (2.7).

Para la regla de actuacién que méas adelante se propone, resulta importante la siguiente
bservacion: s m, coincide con € centro del intervalo, la desigualdad (2.9) sigue siendo cierta

pues, en este caso, € primer miembro vale cero, mientras € segundo sigue siendo positivo.

b)  Ensegundo lugar hay que demostrar que E (X) < m,, es decir, que se verifica:

bm, - am, 9<m
b'm1+m2'a5 ?

% E%l +b+m +m, -
Sustituyendo, también en este caso, a+ b por 2c, y operando, la desigualdad (2.8) es cierta
S y sdlo si severifica
2 (b-my +m, -a) (c-ny) < (M, —y) (b-my) (2.11)
Pero (2.11) es cierta puesto que, por hipétesis, ¢ —m, es negativo, en tanto que los demas

factores que intervienen en la desigualdad son positivos.
En & caso de que my, = ¢, lamedia de la distribucion estd comprendida entre centro cy m,

N

T
8 ¢ E[X] =, b

Proposicion 2

Sea X unavariable aleatoria, cuya distibucién es trapezoidal definida segiin (2. 1) sobre €

intervalo deextremosay by centroc,c=(a+ b)/ 2. S severificaque
O£m,-c<c-m

entonces

m, <E[x]<c



Dd mismo modo que en la proposicién anterior, la hiptesis exige que m; sea menor que c y
este, a su vez, seamenor que m,. Ladiferencia estd en que, en este caso, la distanciaentre m; y
¢ ha de ser mayor que la distancia entre c y m,. Entonces la esperanza matematica es un valor

comprendido entrem;, y C.

1

a o EX] ¢ m b
La demostracion es andloga ala realizada en la proposicién anterior.

Obsérvese que, de forma andoga ala primera proposicion, s m, coincide con € centro del

intervalo, € vaor esperado de la distribucion esta comprendido entre m; y dicho centro.

b

a o, F[X] ¢ b

3. REGLASDE ACTUACION

Es conocido, ROMERO (1991), que la distribucion beta es asimétrica a la derecha cuando m <
m< ¢, mientras que s laasimetriaes alaizquierdaentoncesc < m< m, y en el caso de que c =
m la distribucion es simétrica, coincidiendo mcon ¢ y con m. En los casos de asimetria, € valor
esperado pertenece a intervalo determinado por la moday e centro o bien entre el centro y la

moda, segun sea esta, respectivamente, menor o0 mayor que aquel.

Esf&cil comprobar que parala distribucion triangular se verifican idénticas circunstancias:

a o E[X]c b a c E[X] o b



Estos hechos, asi como las proposiciones antes estudiadas, nos llevan a enunciar las siguientes
reglas de actuacion para el caso en que el experto proporcione un valor mas probable distinto

del centro del intervalo.

Proponemos como modelo probabilistico la distribucion trapezoidal, definida por los extremos
dd intervalo, (valores pesimista, a, y optimista, b), por € centro del intervalo, ¢, y € valor més

probable, m. Es decir, a partir de la definicion dada en (2.1), tomaremos my = m; mp = c en la

asimetria ala derecha,

4. COMPARACION CON OTROSMODELOS.

Este trabajo concluye con dos gréficos donde se comparan la mediay la varianza de los modelos
correspondientes a la distribucion triangular, a la beta utilizada en e método PERT y a este

modelo trapezoidal, propuesto.

La comparacion entre estos tres modelos se justifica porque, en cada uno de elos, sblo se
requieren las tres estimaciones periciales del experto a, m y b, quedando entonces totalmente

especificada la distribucion.

En las siguientes gréficas, fijados ay b, que en este caso han sido cero y uno, se hace variar m
entre dichos valores. En la primera de €ellas se calcula la esperanza matematica, para cada uno
de los tres modelos, en funcion de la moda; en la segunda se repite € procedimiento para la

varianza.
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Se observa, como era de esperar, que las medias de |os tres model os coinciden cuando la moda

esigual al centro del intervalo.

En todo caso, la media proporcionada por esta distribucion trapezoidal esta més proxima al
centro del intervalo que cualquiera de las otras dos. Este model o proporciona una esperanza

més "centrada".
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Como puede apreciarse, la varianza de la distribucion trapezoidal propuesta coincide con la
varianza del modelo triangular, s bien la primera de ellas es ligeramente superior cuando la

moda esta proxima a los extremos del intervalo.



Como aplicaciones futuras, pensamos que esta distribucion trapezoidal puede ser utilizada para
el estudio de los modelos aleatorios para € tipo de interés real, de forma andoga a la
desarrollada en HERRERIAS-PEREZ (1992). Aportaria un modelo obtenido univocamente
para cada tres observaciones facilitadas por € experto: valor pesimista, valor optimista'y valor
mas probable, tal como ocurre en las distribuciones triangular y beta del modelo PERT, pero
esta distribucion trapezoidal supone una modelizacion en la que € vaor esperado esta més

proximo a centro del intervalo.
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