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1. Introducci 6n.

Cuando se realiza una encuesta por nmnuestreo se pueden
coneter dos tipos de errores; |os denom nados debi dos al nuestreo
y los errores ajenos al nuestreo. Dentro de estos ultinos,
destacan aquellos debidos a las propias caracteristicas de |os
i ndi vi duos que se pretenden analizar, que bien porque no estén
consi deradas soci al nente deseables, bien porque sean altanente
personal es, o bien porque sean ilegales, tienen |a consideracién
de intinas.

La técnica conocida cono disefio de respuesta aleatorizada,
fue concebi da por Warner (1965). Este priner disefio supone que |la
pobl aci 6n queda dividida en dos grupos no sol apados, donde el
primer grupo |lo constituyen aquellos individuos que poseen |a
caracteristica intim, mentras que el segundo lo forman |os que
no la tienen. E trabajo de Wnkler y Franklin (1979), es el
primero que aborda desde I|a concepcion bayesiana el disefio
propuest o por \arner.

Por otra parte, la funcién de verosimlitud resultante al
aplicar estos disefios es conplicada, haciendo el calculo del
estimador nmaxinmo verosim| dificil de obtener. Una forma de
resol ver este problema es utilizar el algoritno EM (alternancia
entre tomar esperanza y maxim zar), que aunque debido a Hartley
(1958), no aparece adecuadanente desarrollado hasta 1977 por
Denpster et al, siendo el trabajo de Bourke y Mran (1988) el
precursor de la utilizacidén de este algoritno a |os disefios de
respuesta al eatori zada.

Tanbi én, presenta notable interés la incorporacién de una
variable auxiliar, que puede ser nodelizada nediante un nodelo
logit, constituyendo el trabajo de Sheers y Dayton (1988), un
adecuado punto de partida para su estudio.

Asi pues, en el presente trabajo, analizanos el nodelo |ogit
cuando se considera el disefio de Warner, bajo el supuesto de que
sobre los dos paranetros de dicho nobdelo se dispone de cierta
informaci 6n a priori, utilizando el algoritno EM para obtener |o0s



correspondi entes estinmadores néxinmo verosimles. Tanbién, se
consi deran di stintos nétodos para aproxi mar |a desvi aci 6n est andar
de las correspondientes distribuciones finales, asi conm un
conjunto de aproximaciones a estas distribuciones a posteriori,
desarrol | ando di versos ej enpl 0s numnéri cos.

2. Especificaci 6n del nodel o.
Para estimar la proporcion de la poblacin que posee |a

caracteristica intima A pa consideranbs que cada observacion

nmuestral genera un valor de la variable aleatoria Y, i=1,2,...,n,
donde
i 19 el i-Csimo elemento muestral responde Si
i = H)geh-gsmodanaﬂonwemdrepmweNo
siendo entonces Y, —B(1,1), [I=pap+(1-pa)(1l-p), (0.5<p<l), para
i=1,2,...,n, donde p denota la probabilidad con el que el

nmecani sno de al eatorizaci 6n sel ecciona | a decl araci 6n "pertenezco
al grupo A'.

De esta forma, bajo el supuesto de que el nanmero de
respuestas afirmativas en l|la nuestra es n;, la funcidén de
verosimlitud, L, se puede expresar:

Lo |™(-1)™
y asi, el estimador nméximo verosim| de pa seria,

R R
Pr= "on1 T 2p1
Ahora bien, la proporcion de elenentos que poseen |a
caracteristica intima, no tiene porque ser fija, dado que puede
variar en funci6on de una variable explicativa, V, nomnal u
ordinal, que en adelante denom narenos cualidad. Entonces, si

denotanos P* a la proporci 6n de |a poblaci 6n, que teniendo el
nivel j de la cualidad V, posee la caracteristica intim A
podenos expresar

pA/vi = 1+ e‘bo'blVi = 12,..., k
Baj o este supuesto, podenobs considerar que cada observaci 6n
nmuestral genera un valor de |a variable aleatoria Y,

i=1,2,...,n, j=1,2,...,k, donde



i1sieli-Csimo elemento muestral perteneciente
I al nivel j- Csimo responde Si
|
i

Yi =losd i- Csimo elemento muestral perteneciente
{ al nivel j- Csimo responde No
si endo entonces Y;;—B(1,1;), I,-:p’*’Vi p+(1- P2y (1-p).

De esta forma, bajo el supuesto de que para el nivel | de la
cualidad V, el numero de respuestas afirmativas en |la nuestra es
ny, y el nanero de respuestas negativas es nj-ny, la funcion de
verosimlitud, L, se puede expresar:

k
Lu Prp(L-rv
Ahora bien, si la vajl_rli able aleatoria Xj;, i1=1,2,...,n;,
j=1,2,...,k, tal que:
il s €l i- Csimo elemento muestral perteneciente
| a nivel j-Csimo posee |a caracteristica A
i = -:-0 si el i- Csimo elemento muestral perteneciente

$ al nivel j- Csimo no posee la caracteristica A
fuese conocida, la funcidn de verosimlitud se podria expresar

k
L “ I:)p,t&/lvi(:I-_pA/vi)nrtli
=1
donde

[o]
ty = a X
i=1

y entonces, se podrian obtener sin dificultad |os estinadores
maxino verosimles de by, y by, y por lo tanto, | os

correspondi entes estimadores maxi no verosimles de pay,.

3. Distribuciones a priori.
Para estudiar la influencia que la distribucidn inicial

propuesta sobre los parametros by y by ejerce sobre la
distribucion a posteriori de la proporcion de individuos que
poseen |a caracteristica intima A vanbs a considerar dos casos.
El primero, que denomnanmbs Caso 1, es aquel en el que la
informaci 6n que ofrece la distribucion a priori es difusa,
mentras que en el segundo, Caso 2, proponenos |a distribucién

Normal bivariante con vector de medias b, donde bé(b,b), vy



matriz de varianzas y covarianzas S=diagonal[V(b),V(b)], pues
suponenos que | os paranetros by y b; son i ndependi entes.

Sin pérdida de generalidad vanos a suponer que k=3 y que
v;=j, y entonces, la distribucidén de final del vector aleatorio b

cuando se considera el Caso 1, f(b/1), se puede especificar

3
f(b/l) ¥l P| ?1](1_| j)ni'nli
=1

para j=1,2,3, y donde b' =(by, b;).
Sin enbargo, dado que

22 o] 2 2] o]
8M+ — b0+b1; h2 = In M+ — b0+2b1
1-pan,@ 1-pan,®

podenos expresar

h, = In

& o)
Parve + = b0+3b1 = 2h,-h

h, = Inc—2l
: Ingl-pmgﬂ

1

y por |lo tanto,

3
f(hlahzll) “ P I ?1](1_' j)nj-nli
=1

donde
pA/V3 = 1+eh1'2h2
por lo que
1 3
f \ZR) vzll | Mui 1_| )
(pA/ Pas ) H pA/Vl(]-'pA/vl)pA/Vz(l-pA/VZ IJ::)l J ( J)
donde

(1_ pA/vl) pi/vz
1+ pA/vl(l' pA/vz)2
y asi, la distribucién final de la proporcién de individuos que

poseen |a caracteristica intima A en los dos prineros niveles de
| a cualidad V se pueden especificar:

pA/V3 =

fPan) = QO anPan./DdPan; fPav) = GFOanPan,/1)dpPan,
pudi endo obtener tanbién sin dificultad la distribucion a
posteriori de la proporcion de individuos que poseen la
caracteristica intima A en el tercer nivel sin nmas que considerar
que

%pA/v 0
h, = ——~1 - = b +b. = 2h_-h
1 Ingl'pA/vlﬂ 0TV 2h,-n,



Si a continuaci 6n consi deranos el Caso 2, esto es,

f(b) =N(®.S) " gado que

f(b/2) p I;_%I m (-1 )™ f(by) F(by)
donde i

_}(bO'Bo)Z _}(bl'Bl)z
€2 V(by) €2 v(by

———> - {b) = ——
V2 V(by) b2 J2p V(b))

nedi ante un desarrollo andlogo al expresado anteriornente, se
ti ene que

f(by) =

3
P 1 (11 ) ™ (P anesPan) fo(Pam P ans)

=1

f ARl V2/2
(PavwPan/2) W P (L-P an) P, (1-Pans)

donde

pA/V3 =

f1(Pan,Pan,) =

.. L. .2
ainpr/vz 9 Inpr/vl 9 72
g 1'pAIVZB gl‘pA/vla IB

e -2V(by)

J2p V(b))
pudi éndose obtener entonces |a correspondi entes distribuciones
marginales para los dos prineros niveles de l|la cualidad V,
mentras que para |la determnaci 6n de dicha distribucién en el
tercer nivel debe procederse tal y conob se ha ofrecido al
consi derar el Caso 1.

fo(Pan,Pan,) =

4. Aplicaci6n del algoritn EM

Dado que en el supuesto de que los valores de |la variable
aleatoria X; i1=1,2,...,n, j=1,2,...,k, fuesen conocidos, Ila
obtencién de |los estimadores naxino verosimles de by y by es
sencilla, nuestro objetivo es wutilizar el algoritno EM para
estimar los valores de t,. Asi, dado que el logaritnmo de la
verosimlitud de |os datos conpletos es funcion lineal en Xj, vy
que la funci 6n de probabilidad f(x;/yij,p, 0% es conocida, donde b°

es un valor inicial de b, podenos aplicar el algoritno EM que
para el caso 1, se puede especificar de |la siguiente forna:

|) Tomar un valor de b° Un criterio para su seleccién es



tomar b°=(V V) 'v U, donde

él vil a8h0 N
& 0 € s (1P
al Va( U+ n;
V = é L,, U = (; = uj = 2p_1 , 1_1,2,...,k
e 4 g
81 VkH %Ukb
1) Inputar |os val ores desconocidos t, por f“, j=1,2,..,Kk,
donde:
- MiPavyP _ 1 (nj-Ny)) Pawy, (1-P)
i ALy 1A ) b°
U pawy P (L-pavy)(1- p) 14efBRG, pF (L-pasy)(L- P)]
_ 1
Paw; = 1+ g @vibo
I11) Bajo el supuesto de que tH:f”, resol ver:
(V(QV)bObl = VKQS)ye
hasta que lbr-brtl <103, para r=0,1,2,..., donde:
@1[3 A (1- pA/w) A l;| 2519
€ . u CS
= e U = =
Q=s . i °°6¢7
e G ¢ =
é A NP A (L= P Al %Sﬁ
& Vj 0 t1j-N; Vj .
s = Ing P 24 WitDiPa, i=1,2,....k.

el-p Av;@ NP A, (1-p A/vj)
gue resultan ser |as ecuaciones normnal es con "pesos"”, medi dos por
la matriz Q en la regresion entre Sy V.

V) Tomar b°=b'*, 'y volver al paso II, hasta que se

verifique b’ brtl<10,

De forma andloga, |os pasos a seguir para obtener |os
estimadores nmaxi no verosimles de b, si consideranos ahora el Caso
2, son | os siguientes:

|) Tomar un valor de b° Un criterio para su seleccidn es
tomar b°=[ b+(V V) v U/ 2.

A

1) Inmputar los valores desconocidos ty por ty, j=1,2,..,Kk,
donde:



b = NijP Ay, P + (Nj-n)pawy, (1-p)
Y pAl/vi p+ (1_pA1/vi)(l_ p) 1_[pAllv1 p+ (1_pA1/v1)(1_ p)]
1
Pan, = Tt e ALY

I11) Bajo el supuesto de que tlj:fl,-, aplicar el algoritno de
Newt on- Raphson:

b' = b’+[VQV+ S [VET-P)-S(b-b)]y

hasta que lbr-brtl <103, para r=0,1,2,..., donde:
.10 P av,0
¢ - N
. gtlzi; P = anpA/vzz
¢ - ¢ =
%tlkb gnk p A/vké
Ar+l
V) Tomar b@:b* , Yy volver al paso Il, hasta que se verifique
Ar+l
I po- B 1 <108,

En cual quiera de |os dos casos, la aplicacién del algoritno

EM asegura |la convergencia tanto de |a sucesioOn {b“”} cono de

A+l . . , . ;.
{b, } alas estinaciones nmaxi no verosimles de b.

5. Aproxinmaciones de |la distribuci6n a posteriori.

Nuestro interés se centra en aproximar |a distribucioén final
de la proporcion de individuos que teniendo el nivel j de la
cualidad V, poseen la caracteristica intinma A Asi, proponenos
tres métodos para aproximar estas distribuciones finales, tanto
para el Caso 1 cono para el Caso 2.

El prinero de estos nétodos consiste en aproxinmar la

distribucién final de b nediante una distribucién Nornal con

A

vector de nedias b y matriz de varianzas y covarianzas S, donde

A

b es el estimador nmaxino verosim| de b obtenido por el algoritno

EM vy
N 1
S - &inLy
&bt



y a continuaci 6n, dado que

2pu, O
h = |ngﬂ_

=b. .+ byv j=12,.. k.

. el'pA/Vjﬂ 0 v J
tenenps que la distribuci6n a posteriori de h, es aproxi madanente
Normal de nedia r y varianza éf, donde

my = (Lv)b; & = (Lv)S(Lv)e
y por lo tanto, efectuando el canbio de variable correspondiente,
| a distribucion final aproxinmada de pay,, f'(pay/1), resulta ser

N

Cigeeanie £
24 28" parvyy M
fl(pA/Vj = e
\/Zp Sj pA/v, pA/v,
Ahor a bi en, dado que
A 1 A2 A A A
EpA/lel]:m: 'b'bVi; V(pA/Vj):Sj:djS dj
1+e 0 1
donde
a _ gﬂ AlV ﬂpA/v,
- eTh Thd, o

podenos aproximar |la distribuciédn a posteriori f'(p”“ll) nmedi ant e
un nodelo Beta de paranetros aj; y by, tal que la nedia y la

varianza de esta distribucién sean ﬁ] y $7, respectivanente,

si endo ent onces:

o = A7 (1- ) -M$5 _ ay(l-m)
4 j §JZ ’ 1j ﬁ'}

o bien aproximar f'(pay/1) a través de un nodel o Nornmal de nedia

myj=(as-1)/ (a;+by-2), esto es, la noda de la distribucion beta

anterior, y de varianza §}=§%.

Si consi deranpos el segundo nmétodo, vanbs a suponer
nuevanente que k=3 y que v;=j, Yy entonces, siguiendo la |inea
propuesta por Leonard (1975), vanbs a estimar la varianza de la

A

distribucion final de pay, $4, nmediante



2|

7 2 N
?ﬂ Inf(pA/VUpA/Vz/ll:I .
4, 2 : g ﬂpA/vlpA/vz E pA/Vl:rAql
1 — gﬂ Inf(pA/VUpA/VZ/l' o ﬁl + Pav.=M,
A2 < =
A ﬂ 2 ) 4 Pava
S, 8 PAav O, 2|nf(pA/V1,pA/V2/1,

™ (‘l))ﬁ(D\

OOy

ﬂpi\/w A pA/Vl:rAql
Panv."M,

mentras que para estimar la varianza de la distribucién final de

Pav,» S, basta intercanbiar en la expresion anterior las

derivadas parciales respecto a pavw Y Pav,- Sin enbargo, para
calcular la correspondiente a pa.,, €S necesario obtener prinero

la distribucion a posteriori f(paw, Pav,/1) Yy @a continuacion
proceder tal y cono se ha especificado. Asi pues, una vez

obtenidos los valores de s, las correspondientes distribuciones

final es se pueden aproxi mar a un nodel o Beta o a un nodel o Nor nal,
tal y conb se ha ofrecido anteriornente.
El tercer mét odo que pr oponenos estéa basado en
consi deraci ones enpiricas, y utiliza |los dos anteriores, y asi:
e = S5 ; ST
pudi endo entonces aproximar la distribucion final en cada nive

bi en por un nodel o Beta o por un nodel o Nornal .
Para el Caso 2, el planteamento es sinilar, debiéndose

tener en cuenta que en este supuesto, sobre b se considera un
nodel o Nornal bivari ante.

6. Ej enpl os numéri cos.

Par a ilustrar | os procedi m ent 0s desarrol | ados
anteriornente, se va a suponer que la poblacidn se encuentra
clasificada, por la cualidad V, en tres niveles, siendo vj=j, para
j=1,2,3, que los <cocientes ny/n; son 0,4, 0,45 vy 0,55,
respectivanmente, que p=0,7, y que para el Caso 2 consideranos |as
Si gui ent es di stri buci ones: N (-2;0,8);diagonal (4;4)], N (-
2;0,8);diagonal (1;1)], N (-1;0); diagonal (1;1)] y N (-
2,5;1,5);diagonal (1;1)].

Los resultados nas inportantes después de realizar un
conjunto bastante nunmeroso de simnulaciones son |os siguientes.
Para el Caso 1, si el cociente ny/n; produce que |a estimacion de



Pav sea pequefia, es necesari o un gran tanmafio nuestral, puesto que
sino la variabilidad, nedida en térnmnos de | a desviaci 6n estandar

de los paranetros by y b; es nmuy elevada; |a nejor aproxinmaci 6n a
| a desviacion estandar de la distribucidén final, es la ofrecida
por el prinmer método para el priner nivel, mentras que para |os
otros dos niveles resulta ser |la proporcionada por el segundo, Yy
asi, las nejores aproximaciones a la distribucion final de la
proporci 6n de individuos que, para el nivel j de la cualidad V,
poseen |la caracteristica intima A es |la que proporciona el nodelo
Norrmal obtenido a partir de cada de | os dos métodos anteri ores.
Para el Caso 2, henobs conprobado que conforne se increnenta
el valor de n;, se atenta la influencia que ejerce |a distribucion
a priori, y que la varianza de la distribucion final se encuentra

influenciada por los valores que toma S; tanbién, si la

estimaci6n de P* es un valor pequefio, es necesario un gran
tamafio nmuestral para que |a desviaci 6n estandar de | os paranetros

bp vy by sea razonable; la nejor aproximacion a |la desviaciodn
estandar de la distribucion final, es la ofrecida por el prinmer
método para el priner nivel, mentras que para |los otros dos
niveles resulta ser |a proporcionada por el tercero, siendo, en
cual qui er caso, la nejor aproximacion a la distribucion final de
| a proporci 6n de individuos que, para el nivel j de la cualidad V,
poseen |la caracteristica intima A |a proporcionada el nodel o Beta
obtenido a partir de cada uno de |os dos nétodos anteriores.
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