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| NTRODUCCI ON

Quando se efectta wuna definicion abstracta (es decir,
cuando se caracteriza una clase de cosas nedi ante propi edades),
debe existir algun objeto matemati co (o sea, al gun conjunto) que
la verifique (o, con otras pal abras, debe ocurrir que la clase

en cuestién no sea vacia), pues, en caso contrario, la
definicién careceria de interés. Y, a nenudo, no deja de ser
opor t uno conpl enment ar tal es def i ni ci ones con | as
correspondientes denostraciones de |a existencia de |os
referidos objetos. Sin enbargo, cuando una
definicion abstracta es sencilla y de facil utilizacion

mentras que efectuar una denpbstracién de que existe algun
objeto nmatematico que la verifica resultaria, hasta cierto
punto, largo y conplicado y, por otra parte, es facil encontrar
en libros dicha denostraci 6n asi cono, presun blenente, es de
comin conocimento |la existencia de un tal objeto, tiene sentido
dar la definicion sin aconpafiarla de |la denostracio6n,
preci samente con el fin de utilizar aquella para evitar la
conpl i caci 6n de ésta.

'Por ejenplo, tal es el caso en que, para estudiar analisis
mat emati co, se introducen los nuneros reales y su estructura,
conb un cuerpo (conmutativo), total mente ordenado, arquinmedi ano
y conpleto, cuyo conjunto contiene al de |os nuneros naturales,
en lugar de efectuar la conocida denostracidén clasica
“constructiva", sin duda més | abori osa.



Asi m sno, cuando se efectuan varias definiciones
abstractas sobre un msno tema, en las cuales figura una cierta
termnologia comin, es procedente analizar la relacién |06gica
entre las msmas (entendiendo que ello significa que, dadas dos
de tales definiciones , es procedente analizar si una de ellas
es nmas general que la otra o si son equivalentes o si ni |0 uno
ni lo otro y, en este caso, si existe o no algln objeto
mat emati co que verifique una y otra?).

Nuestro propésito es efectuar, a continuaci o6n,
consi deraci ones | 0gicas cono |las referidas, sobre definiciones
relativas a espaci os pretopol 6gi cos (conmenzando, precisanente,
por la de tales espacios), estructuras natenméticas éstas con
aplicaci6n al analisis econ6m co para proporcionarle un |enguaje
nedi ante el cual es posible expresar con precision y analizar
miltiples situaciones caracteristicas de la econonmia y la
enpr esa.

[1] Decinos (o sea, defininos) que un par ordenado "(E,f) es un
espaci o pretopol 6gi co" si y solo si, E es un conjunto y f
es una aplicacién de (E) en (E) (siendo (E) el conjunto
potencia, o conjunto de |os subconjuntos de E), que deci nos
"adherencia de (E f)", tal que,

x f(A) = (siendo &£ el conjunto vacio)
si Al _(E) entonces Al f(A).

[2] Si (E f) es un espacio pretopologicoy Al _(E) (o, |lo que es
equivalente, A1 E) entonces decinos "adherencia de A" y
notanos A, a f(A) (consecuentenente, /A=A «si Al E
entonces Al _A»y E=F).

’Ent endi endo que si a, b son dos definiciones, entonces,
* "a es mas general que b" si y solo si |la clase de objetos
(mat emati cos) que determina a contiene a |a que determ na b.

* "a es equivalente a b" si y solo si anbas definiciones
determnan |a msna clase de obj et os.



[3] S E es un conjunto entonces decinos que "f es una
apl i caci 6n adherenci a de una topol ogia sobre E> "si y solo
si f es una aplicacién de (E) en (E) y existe una
topologia T sobre E tal que si Al E entonces f(A es la
envol vente cerrada de A, o adherencia de A, correspondi ente
a la topologia T.

[4] Si (Ef) es un espacio pretopol 6gi co entonces deci nbs que,
x "(Ef) es de tipo V' si y solosi, si Al E Bl Ey
Al B ent onces Al B
x "(Ef) de tipo V4" si y solosi, si Al EyBIl E
ent onces _(AEB) = AE _B.
"(E,f) cunple la propiedad P' si y solo si, si Al E
ent onces (LA = A

[5] Se denuestra que,

(1) (E f) es un espaci o pretopol 6gico de tipo V, de tipo
Vg y que cunple la propiedad Psi y solo si f es |la
adherencia de una topologia T sobre E

(2) Existe algun espaci o pretopol 6gico de tipo V, de tipo
Vg ¥y que cunple la propiedad P (y, en consecuenci a,
exi ste al gun espaci o pretopol 6gi co).

(3) Existe algun espaci o pretopol 6gico de tipo V, de tipo
Vg Yy que no cunple |la propiedad P

(4) Existe algun espaci o pretopol 6gico de tipo V, no de
tipo Vq y que cunple | a propi edad P.

(5) No existe espacio pretopol 6gi co al guno no de tipo V

y de tipo V.
¥ Suponenos que es bien conocido que si E, T son conjuntos,
entonces se dice que "T es una topologia sobre E', "(E T) es un
espaci o topol 6gico", "los elementos de T son |los abiertos de

(EET)" y "los conplenentarios, respecto de E, de los abiertos

son |los cerrados de (E T)", si y solo si Tl _(E), la unidén de un
conjunto de un conjunto de abiertos es un abierto, de donde, |la
interseccion de un conjunto de cerrados es un cerrado
(consecuentenmente, la intersecci6n de |os cerrados que contienen
a un conjunto, es la envolvente cerrada del mism) y la unidn
finita de cerrados es un cerrado.



(6) Existe algun espaci o pretopol 6gico de tipo V, no de
tipo Vq y que no cunple | a propi edad P.

(7) Existe algun espaci o pretopol 6gico no de tipo V, no
de tipo V4 y que cunple |a propiedad P.

(8) Existe algun espaci o pretopol 6gico no de tipo V, no
de tipo V4 y que no cunple |a propiedad P.

(9) Existe al gun espaci o pretopol 6gi co cuya adherencia no
define una topol ogia sobre E

(10)(E f) es un espaci o pretopol 6gi co de tipo Vg y que
cunple la propiedad P si y solo si f es |a adherencia
de una topologia T sobre E.

En efecto,
(1) Si f es la adherencia de una topologia sobre E vy

Al E entonces f(A) es la envolvente cerrada de A
Por tanto,f(F)=F, f(E)=Ey si Al E entonces

Al f(A) vy, en consecuencia, (Ef) es un espacio
pr et opol 6gi co.

Ademas, si B1 Ey Al B entonces f(A | f(B),
pues f(A) es el cerrado que contiene a A
conteni do en todo cerrado que contiene a A y f(B)
es un cerrado que contiene a B. Y asi, el espacio
pr et opol 6gico (E f) es de tipo W

Cono ocurre que f(f(A)) es la envol vente cerrada
de f(A) y, puesto que f(A) es cerrado f(f(A))=f(A
y, en consecuencia, el espaci o pretopol 6gico (E f)
cunple |la propi edad P.

Por otra parte,
x Al AEBy BI1 AEB, de donde f(A) 1 f(AEB) y

f(B) 1 f(AEB) y, en consecuencia,

f(AEf(B) 1 f(AEB).
x Al f(A y BI1 f(B) y, en consecuenci a,

AEB | f(A)Ef(B), de donde,

f(AEB) | f(f(AEf(B) = f(AEf(B), pues si f

es | a adherenci a de una topol ogia, entonces |la



union finita de cerrados es un cerrado y f(A) vy
f(B) son cerrados.

Por tanto, obtenenos que f(AEB)=f(A)Ef(B) vy
podenos concluir que (Ef) es un espacio
pr et opol 6gi co de tipo V.

Reci procanente,  si (E,f) es un espacio
pretopol 6gico de tipo V, de tipo V4 y que
cunpl e I a pr opi edad P, sea ent onces
T={°(f (A)) YAl E}.

Ccurre que,

x puesto que f(A =& f(E=E °AE Yy °‘E=A
resulta que FITy E T.

x si GITy GIT entonces existen subconjuntos

A, A de E tales que “(f(A))=G vy “(f(A))=G.
Por consiguiente, GCG = “(f(A)) C (f(A)) =

= (f(A)Ef(A)) = °(f(AEA)) por ser (Ef) de

tipo Vg, y, como °(f(AEA))TT, resulta que

GCGI T, lo cual, en virtud del principio de

recurrencia, inplica que la interseccién de un
nanero finito de elementos de T, es un el enento

de T.

x si F1 T entonces para cada el enento G de F
exi ste un subconjunto As de E tal que

G °(f(A)). Luego, entonces EgeG = Ege(f(A))=

= (Caef (A)).

Y, para cada elenento G de F se verifica que

Caf(A) 1 f(As) y, en virtud de que (Ef)

cunple la propiedad P, f(As)=f(f(As)) Yy, en

virtud de que (E f) es de tipo V,

f(Caef(AJ) 1 f(f(Ac)).

Luego, entonces f(Cgef (A9)) 1 f(As), de donde,
f(Caef(A)) | Caef(A9. Y cono, por ser (Ef)
un espaci o pretopol égi co,



Cadf (A9 | f(Car f(Ag) resulta que
Carf (A)=f(Carf (A9), de donde,
EqeG(f(Caef (A)) Yy, en consecuencia, Egfd T.
Asi pues, la unién de |os el enentos de un
conjunto cualquiera F contenido en T, es un
el emrento de T.
Luego, T es una topologia sobre E vy, en
consecuencia, la aplicacion f es |a adherencia
de una topol ogia sobre E

(2) Considerando que existen espaci os topol 6gi cos?,
resulta, en virtud de ([5], (1)), que existe al gun
espaci o pretopol 6gico de tipo V, de tipo Vg y que
cunpl e |l a propi edad P

(3) Si un espacio pretopol 6gico (E f) es tal que
E={a, b,c}, _{a}={a, b}, _{b}={b,c}, _{c}={a, c},
_{a,b}={a,b,c}, _{a,c}={a, b,c}, _{b,c}={a,b,c}
A=Ay {a b,c}={a, b,c}, entonces facilnmente
puede conprobarse que (E f) es de tipo V, es de
tipo Vy y no cunple |a propiedad P.
(4) Si un espacio pretopol 6gico (E f) es tal que
E={a b,c}, _{a}={a}, _{b}={b}, _{c}={c},
{a,b}={b,c}={a,c}={a,b,c} con _A=EYy
_{a,b,c}={a, b, c}, entonces facilnente puede
conprobarse que (E f) es de tipo V, no es de
tipo Vq y cunple | a propiedad P.

(5 Si (E f) es un espacio pretopol 6gico de tipo Vq
entonces si Al E, Bl Ey A1l B entonces

* Por ejenplo, siendo R el conjunto de |los nuameros reales,

si T es el conjunto de | os subconjuntos de R tal que un conjunto
A es elenento de T si y solo si para cada elenmento x de A existe

un nunero real positivo r tal que [x-r,x+r] 1 A entonces T es
una topol ogi a sobre R



Al AE(B\A)=B. Luego, A1 By, en consecuencia,
si (E,f) es de tipo V4 entonces es de tipo V, o,
|l o que es equivalente, no existe espacio

pr et opol 6gi co al guno de tipo V4 y que no sea de
tipo V.

(6) Si un espacio pretopol 6gico (E f) es tal que
E={a, b,c}, _{a}={a, b}, _{b}={b}, _{c}={c},
{a,b}={b,c}={a,c}={a,b,c} y,cono sienpre, A=A
_{a,b,c}={a, b, c}, entonces facilnente puede
conprobarse que (E f) es de tipo V, no es de
tipo Vu y no cunple |la propiedad P.

(7) Si un espacio pretopol 6gico (E f) es tal que
E={a, b,c}, _{a}={a b,c}, _{b}={b}, _{c}={c},
_{a,b}={a, b}, _{b,c}={b,c}, _{a c}={a c}
A=Ay {a, b,c}={a, b, c}, entonces facil mente
puede conprobarse que (E f) no es de tipo V, no
es de tipo Vg y cunple |la propiedad P.

(8) Si un espacio pretopol 6gico (E f) es tal que
E={a, b,c}, _{a}={a,b,c}, _{b}={b,c}, _{c}={c},
_f{a,by={a, b}, _{b,c}={a b,c}, _{ac}={ac} vy,
claro esta, F=F y {a,b,c}={a,b,c}, entonces
facil mente puede conprobarse que (E f) no es de

tipo V, no es de tipo Vg y no cunple |la propiedad
P.

(9) En virtud de ([5],(1)) vy, por ejemplo, ([5],(8)),
es trivial que existe algun espacio pretopol 6gico
cuya adherenci a no define una topol ogia sobre E

(10)En virtud de ([5],(1)) vy ([5],(5)), es trivia
que (E f) es un espaci o pretopol 6gico de tipo Vq
y que cunple la propiedad P si y solo si f es |la
adherenci a de una topol ogia sobre E
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