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Es bien conocido que una caracteristica fundamental de |as
matenmaticas, es el rigor. Para expresar que algo es preciso,
riguroso, la "vox pépuli” ha consagrado I|la frase "es
mat enmati co",asi conob el térmno "exactas" para denomnar a |as
mat emat i cas

Consecuentenente, es propio del quehacer natemético efectuar
puntual i zaci ones en cuanto al rigor se refiere, no so6lo sobre
cuestiones de reciente investigaci6n para consolidarlas, sino
t anbi én sobre cuestiones clasicas *. Y, nuy particularnente, ello
es propio del quehacer de quienes sonos profesores de
mat enati cas, pues buena parte de nuestra actividad profesiona
consiste en reflexionar sobre cono presentar a nuestros al umos
los <contenidos de |os ©programas para que les resulten
asequibles, a la vez que rigurosos. En esta tarea consultanos
i bros, canbi anos inpresiones con otros profesores, escuchanos a
| os al umos, mneditanos sobre | o que hacen en | os exanenes y, con
la experiencia de un curso para otro, pensanos detenidanente
sobre qué axiomética adoptar (para que, con tal de que al cance,
sea la mas sencilla posible), qué definiciones (mas o nenos
gener al es) el egir, conmo enunci ar | os t eor enas, cono
denostrarlos, y tanbién cuando, pues en ocasiones se ha de
sopesar sSi  es 0 no aconsejable incluir en el curso la

! Bien entendido que por el hecho de que, al hablar o escribir

sobre matematicas, se utilicen térmnos "no del lenguaje oficial" vy
sinplificaciones infornmales del.msnm (con el fin, claro esta, de que
| a exposicion resulte mas sencilla) no tiene por qué inplicar nengua
de rigor al guna.



denostraci 6n de algun teorema con el que interesa contar (bien
entendido, que si, por unas u otras causas, nho fuese
aconsej able efectuar la denostracion, antes que una seudo
denostraci 6n, lo que se ha de hacer es decir claramente a |os
alumos que, en el curso, se adnmte el teorema sin denostrarl o).
Este reiterado "mrar con lupa” unas y otras cuestiones, en su
mayoria cl&sicas, que los profesores de matenaticas henos de
efectuar con el fin de lograr la, no pocas veces nada facil,
arnonia entre sencillez y rigor, de manera natural trae consigo
gue nos encontrenos con enunci ados o denostraciones ("pasos" de
denostraci ones) que, a prinera vista, pudieran parecer correctos
y, sin enbargo, mirados con un poco mas de atenci én, es féaci
detectarles alguna deficiencia, en cuanto al obligado rigor se
refiere. Y otros que, a todas |luces, son fornalnente erroéneos,
si bien, no obstante, denotan haber sido inspirados por alguna
i dea que, debi damente expresada, no dejaria de tener interés. S
estudi anos entonces cono "renmediar |os males" efectuando |as
oportunas puntualizaciones, en |o0os casos que considerenos
haber|l o consegui do y suponganos que bien podria "venir al caso"
darlas a conoces fuera de nuestro particular entorno, porque,
por ejenplo, estinmenos que dichas puntualizaci ones corresponden
a enunci ados o denostraciones con alguna falta de rigor que |os
alumos nuestran tendencia a adoptar, creenbs es bueno nos
ani menos a publicarlas, aunque tales estinaciones, cono fruto de
la sinple experiencia personal, sean claranente subjetivas, vy
las puntualizaciones, las mas de |las veces, no pasen de ser
nodest as, pues, procediendo asi y leyendo |as que encontrenos
publicadas, tiene lugar un intercanbio de puntos de vista,
experiencia, ideas, en suma, |lo cual, sin perjuicio de que sean
mas o nmenos afortunadas y, a cada lector, unas le interesen nas
y otras nmenos, no deja de ser una practica aconsejabl e.

En este articulo se consideran a continuaci 6n al gunos ejenpl os
de puntualizaciones de las referidas, relativas a cuestiones
matematicas todas las cuales se aplican sisteméticanente al
analisis economco vy, explicita o inplicitanente (es decir



figurando o bien fundanentando o conplenentando a otras que
figuran) estan incluidas en los programas de matenéticas de
cual quier Facultad de Cencias EconOmicas y Enpresariales (de
una tal Facultad sonos profesores |los autores) y por ello, el
grano de arena que dichas puntualizaciones pudieran aportar en
pro de que los alumos de las msnas, futuros profesionales de
la economia y de la enpresa, interpreten dichas cuestiones con
rigor, lo aportarian, en suma, a la precision del analisis
econéni co m sno.

Ejemplo 1

Suponganos que A es un conjunto no vacio, + y * son |eyes de
conposi ci 6n interna definidas sobre A la (A +, *) (es decir,
la terna de conponentes A, +, *) es un anilloy c es el elenento
neutro de +. El siguiente enunciado para definir (o la siguiente
definicion de) "divisores de cero" del referido anillo, «Si X,
u son el enentos (cual esquiera) de A entonces decinbs que "X y u
son divisores del anillo (A + *)" si y solo si x'c, ulc vy
X*u=c», probablenente, a prinmera vista parezca conceptual nente
riguroso (y, ademas, éste u otro enunciado con sentido
equi val ente figure en mas de un libro), pero, sin enbargo,
mrado con un poco de atencion, no resulta dificil detectar en
el msno una cierta incoherencia.

En efecto, suponganos, por ejenplo, que A={0, 1, 2, 3, 4, 5}, +
es una | ey de conposicion interna, que |lamanos "sunma", definida
sobre A nediante |a siguiente "tabla":
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y * es una ley de conposicion interna. que |lamanpbs " producto”,
definida sobre A nediante |la siguiente tabla:

*

g b~ W N - O

o O O O O Oo|o
a b W N P OfF
A N O DN OIDN
W O W O W oOo|lw
N A O DN B O|D
R N W b~ 01 OO

entonces la (A +, *) es un anillo conmutativo y unitario, 0 es
el elenmento neutro de la suma y 1 es el elenmento neutro de

pr oduct o.

Pues bi en,

210, 310 y 2*3=0,

310, 40 y 3*4=0

2*410.

Luego, si consideranos |a definicion dada de divisores de cero
de un anillo, para el anillo en cuestiodn, entonces resulta que,
«2 'y 3 son divisores de cero del anillo (A +, *)»,

«3'y 4 son divisores de cero del anillo (A +, *)»

«2'y 4 no son divisores de cero del anillo (A +, *)».

Evi dent enent e, | os tres enunci ados anteriores son
respectivanmente equivalentes a |los tres siguientes:

«2 es divisor de cero del anillo (A +, *) y 3 es divisor de
cero del anillo (A +, *)»,

«3 es divisor de cero del anillo (A +,*) y 4 es divisor de cero
del anillo (A + *)»

«no se verifica que «2 es divisor de cero del anillo (A + *) vy
4 es divisor de cero del anillo (A +, *)».

Este tercer enunciado , a su vez, es equivalente al enunciado
si gui ent e:



«2 no es divisor de cero del anillo (A + *) o 4 no es divisor
de cero del anillo (A +, *)»

y tanbi én 1o es al siguiente:

«al menos uno de los nuneros 2 y 4 no es divisor de cero del
anillo (A +, *)».

Esti manbs que, sin necesidad de otras explicaciones, la "cierta
i ncoherencia" que se desprende del ejenplo referido, esta
suficientenente cl ara.

Una vez |legado a este punto es facil advertir que el problena
ha surgido porque, dado un anillo (cualquiera) (A + *) vy
el ementos cual esquiera x, u de A henos definido "cuando x, u
(en conjunto) son divisores de cero (del anillo (A + *))" vy
gque, por tanto, "las cosas pueden arreglarse", si, en lugar de
ello, | o que hacenbs es definir cuando un elenmento x de A es
divisor de cero del referido anillo.

Suponganos, pues, que para definir divisor de cero de un anillo
cualquiera (A +, *), siendo c el elenento neutro de la ley de
conposicion interna +, en lugar del enunciado anterior, se
adopta, por ejenplo, el enunciado siguiente:

«SI X es un elenmento (cual quiera) de A entonces decinos que "X

es divisor de cero del anillo (A +, *)" si y solo si x'c vy

existe un elenmento u de Atal que ulc y «X*Uu=C 0O U*X=C»».

Evi dentenente este enunci ado sirve en todos | os casos en |os que
servia el enunciado antiguo (produci endo anbos el msno efecto)
y sirve tanbién para el caso, considerado cono ejenplo, del
anillo definido sobre el conjunto A={0, 1, 2, 3, 4, 5}, en el
cual el enunciado antiguo inplicaba una cierta incoherencia o
conf usi oni sno, resultando que, para el referido nuevo enunci ado,
sin duda alguna 2 es divisor de cero, 3 es divisor de cero y 4
es divisor de cero, del anillo en cuestion, lo cual esta en
consonancia con |lo que, dicho de una u otra forma, por
"divisores de cero" se ha entendi do sienpre.



Ejemplo 2

Todas |as funciones consideradas en este Eenplo 2, entiéndase
qgue son funciones reales de wuna variable real. Es decir,
funci ones de un subconjunto de R en R).

Si a unos u otros alummos universitarios, con una asignatura de
mat ematicas que incluya calculo integral, se les preguntase si
| es parece correcto el enunciado, «Para toda funcioén f(x) (que
es, pues, cono sienpre en este Eenplo 2, real, de una variable
real) se verifica que si F(x) es una funcio6n primtiva de f(x),
entonces el conjunto de las funciones primtivas de f(x), es el
{F(x)+k¥kI R}» (es decir, si les preguntasenbs si creen que se
verifica que, dada una funcio6n cualquiera f(x), es seguro que
dos funciones primtivas cual esquiera de f(x), se diferencian en
una constante real), entonces, probablenente, nuchos de tales
al utmos contestasen afirmativanmente, cuando | o que ocurre es que
di cho enunci ado, sin mas, es falso 2

Para "arreglar |las cosas", sabenbs que es suficiente con afadir
al enunciado en cuestio6n, que la funcidon f(x) se defina en un
intervalo real. O con otras pal abras, el enunciado, «Para toda
funcion f(x) definida en un intervalo abierto, se verifica que
si F(x) es una funcion primtiva de f(x), entonces el conjunto

de las funciones printivas de f(x), es el {F(x)+k¥&l R}», es un
enunci ado ver dader o.
Si, en efecto, ocurre que nuchos de los referidos alumos dan

2 Facilnmente se ve que, en efecto, es falso, considerando,

por ejenplo, que si f(x) es la funcidén (real, de una variable
real) definida en R{0} (es decir, definida en el conjunto de
los nuneros reales distintos de cero) de manera que para cada
nimero real x distinto de cero, f(x)=-1/x% F(x) es la funcion
(real, de una variable real) definida en R{0} de nanera que
para cada nuanero real x distinto de cero, F(x)=1/x, y QX)) es la
funci6n (real, de variable real) definida en R{0} de manera que
para cada nunero real negativo x, Qx)=1/x, y para cada nunero
real positivo x, x)=(1/x)+1l, entonces, anbas funciones, F(Xx) y
G x) son derivables en todos los "puntos" de su conjunto de
definicién y son funciones primtivas de f(x) pero, sin enbargo,
A x)T{F(x)+k¥kT R} (es decir, dada una constante real cual quiera
k, &x) no es la funcion F(x)+k).



por bueno, sin serlo, al prinmero de |os dos enunciados, quizas
un notivo sea que |os estudiantes acostunbran a no prestar la
atenci 6n debida a |os correspondi entes conjuntos originales de
| as funciones que consideren y otro notivo bien pudiera ser que,
con cierta frecuencia, los libros de matematicas que incluyen
algun capitulo dedicado al calculo integral, presenten Ila
cuesti 6n omtiendo decir que la referidas funciones f(x) y sus
correspondientes primtivas, se consideran definidas en un
intervalo, onisién quizas debida a que |os correspondientes
autores suponen que ello (es decir, que las funciones estan
definidas en un intervalo) no es necesario que explicitanente se
di ga, porque debe interpretarse por los lectores cono
consecuencia de que, para probar (en el capitulo de céalculo
integral) que dos funciones primtivas de una funcién dada se

diferencian en wuna constante, el libro remte al <céalculo
diferencial y, més concretanente, al teorenma de |os increnentos
finitos (figure o no en algun capitulo anterior del libro en

cuestién) en el cual,lo que se dice sobre wuna funcidn, es
relativo a un intervalo cerrado en el que la funcidn esta
definida (es decir, a un intervalo cerrado contenido en el
conjunto original de la funcidn, coincida o no con éste).

Ejenplo 3

En cuanto a | os razonam entos natenéticos, ni qué decir tiene,
deben ser | 6gi camente rigurosos, |o que, en definitiva, viene a
significar vélidos, pues dicha condicion es su razon de ser.
El l o supone que cada "paso" de un razonaniento matenmati co ha de
ser correcto y, en caso contrario, el razonamento (total)
deber a ser calificado como "no valido", incluso cuando el
resultado final del m sno sea correcto.

Preci samente son |os razonamentos cuyo resultado final es
correcto, si ademdas es conocido de antemano, |o0s que, cuando
i ncl uyen al gun "paso" no deseable, presentan mas dificultad para
detectarlo y ello, claro esta4, porque al concluir el
razonam ento en cuestion, no suena el "tinbre de alarma" que



significaria un final sabido errodneo.

Para concretar |as ideas referidas, considerenos, por ejenplo,
el razonam ento siguiente:

«Si

xi=a; + (bi-ap).|
Xp=ap; + (by-ap).|
son unas ecuaciones paranétricas de una recta afin r en un

pl ano, entonces despejando el parametro en anbas ecuaci ones e
i gual ando, resulta,

Xp-a1  Xe-ap

bl'al_ bz'az
de donde,
( bz' az) . (Xl' al) - ( bl' al) . (Xz' az) =0
Luego,

(bz-ay) . x3+(az-by) . xp+(az-by) . ast(bs-a;) . a,=0

Y, haci endo

b,- a,=c1 a;- b;=c, (az-by) . a;+(bi-a;) . a=co

resulta finalmente la férmula,

Ci XX3 + C; XXz + Co = 0.

que decinbos es una ecuacién inplicita de la recta r en
cuesti 6n».

El resultado final es correcto, pero, sin enbargo, el
razonam ento no, porque incluye un, diganbs, "paso conflictivo",
gue es el siguiente:

« xxx despejando el paranetro en anbas ecuaci ones e igual ando
resulta,

El razonamiento no es correcto porque, en el msno, no se estéa
consi derando que uno de | os dos denom nadores pudiera ser O.

Xp-a1  Xe-ap

= IR
bi-a; by-a



Una manera de "arreglar |as cosas", puede ser, por ejenplo,
prescindir del referido "paso conflictivo" (o "poco afortunado")
y, en su lugar, hacer figurar el siguiente:

« xxx considerando que b;-a;*0 o0 bien b,-axt0

suponganos, para fijar ideas, que b;- a;* 0. Luego, despej ando
en la primera ecuaci 6n y sustituyendo en | a segunda, resulta,

X1-a1
bz'azl

Xo= ap+t (bz-az),....«

Y haciendo operaciones resulta finalnente, conb antes, una
ecuaci 6n de la fornm,

Ci1 XX1 + C» ><X2‘|'C0:0.

Ejenplo 4
Creo que a los profesores de matenmati cas no nos resulta extrafio
encontrarnos, cuando calificanbs exanenes, con algun que otro

di sparate formal que, sin enbargo, mrado con detenimento y
"espiritu constructivo", deja entrever que detras del msno hay
una idea que, utilizada con el atrevimento y desenfado (aunque
tanbi én con la intuicién) propias del joven que "enpieza", est4,
desde luego, nmal utilizada (formal nente, un disparate) pero que,
conveni entenente presentada, no dejaria de tener interés.

Por ejenplo, calificando exanenes, en ocasiones |os autores del
articulo nos henos encontrado con que, para solucionar un
ejercicio cono el siguiente:

«Determnar el limte de |la sucesiéon de nuneros reales ri, 1o,
rs,... tal que para cada numero natural n>0,
Ln
=
n \/ﬁ

algun que otro alumo habia aplicado la regla de L' Hopital vy
asi, pues, habia derivado por separado |as expresiones del
nunerador y del denomnador de r, respecto de la variable
discreta n (definida, claro estd, en el conjunto N de |os



narmeros natural es positivos), cono si se tratase de una variable
conti nua.

N que decir tiene que, formalnmente hablando, tal cosa es un
di sparate. No obstante, cuando, procediendo de tal nanera, |as
operaci ones son efectuadas sin error, el resultado final es
correcto.

En nuestra opini6n, ante situaciones del tipo de las referidas
(que se presentan sin que se las busque y algo parece que
pretenden insinuar) no es aconsejable "pasar de |argo” dando por
bueno, sin mas, que son fruto de l|a casualidad y, por el
contrario, lo es suponerlas nerecedoras de que se les preste
toda |a atenci6n que requiera Ilegar a | a génesis de aquell o que
habi a despertado nuestra curi osi dad.

En el caso del ejenplo, tras un nonmento de reflexién, es féaci
apreciar que si f(x) es la funcio6n real de variable x, definida
en el conjunto de los nuneros reales mayores o iguales que 1 vy
tal que

f(x)= L—i

Ix

(para cada namero real x31),

entonces f(x) es derivable en todo punto y tiene sentido
determinar el limte de f(x) cuando x tiende a ¥, aplicando la
regla de L'Hopital, resultando que dicho Iimte es 0. Y, puesto
que cual qui er sucesion de nuneros reales es una funcié6n de N
(conjunto de los nuneros naturales positivos) en R (conjunto de
| os nunmeros reales) y, en particular, la sucesion ry, ry fr3, ...
(del Ejercicio) es la funcién restriccioén de f(x) al conjunto N,

resulta que el limte de dicha sucesion cuando x tiende a ¥,

coincide con el de f(x) cuando n tiende a ¥. Asi, pues, el
l[imte de la referida sucesi6n puede determ narse aplicando a |a
funcidon f(x) la regla de L' Hopital, |lo cual es correcto.

Ademas, a partir del ejenplo referido féacilnente se induce la
siguiente aplicacion de la regla de L' Hopital al célculo de
limtes de sucesiones de nunmeros reales (la cual, a su vez,



facil mente podria generalizarse):

«Si rq, rp fr3 ... €S una sucesion cual quiera de nuneros reales y
f(x) es una funcidn real de variable real x, derivable en todo
punto, de la cual la sucesion referida es una restriccién (es
decir, el conjunto original de f(x) contiene a N y si niN
entonces ry,=f(n)) y tal que, aplicando la regla de L' Hopital, es
valido determinar el limte de f(x) cuando (la variable real) x
tiende a ¥, entonces dicho linmte lo es tanbién de |la sucesiodn

r,, ra, rs..., cuando (la variable natural) n tiende a ¥».



