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1 Introduccién

El objeto de este trabgo es estudiar un juego diferencial propuesto por Dockner y Jorgensen (1984),
extendiendo el andlisis a la clase de estrategias de ciclo cerrado sin memoria. El modelo econémico se
basa en una empresa que gjerce monopolio sobre un recurso no renovable, y en un competidor que
invierte para aumentar su capacidad de produccion de un producto sustitutivo. La empresa dominante
fijael precio, mientras que la segunda no puede influir en e mismo. La eleccion del precio determina el
nivel de recurso consumido. El objetivo de ambos agentes decisores es maximizar e valor actual de los

beneficios netos en un horizonte tempora finito.

En € trabagjo determinamos analiticamente e equilibrio de Nash, con hip6tesis menos restricictivas que
las impuestas por Dockner y Jorgensen (1984), y probamos que verifican la propiedad de consistencia
temporal fuerte. Demostramos que son més deseables que las de ciclo abierto, pues proporcionan un
mayor pago a ambos jugadores, y que son robustas, en € sentido de que también son dptimas cuando

existen perturbaciones estocasticas en €l mercado del producto sustitutivo.

Presentamos también aproximaciones numeéricas ala solucién, en aquellos casos en |os que no es posible

determinarla de forma explicita.
2 Planteamiento del modelo

Un monopolio posee un recurso no renovable y soporta algun tipo de competicion por parte de una
industria que produce un producto sustitutivo del recurso. La demanda que afecta a monopolio es una
funcion céncava del precio que impone- p, y linea en la tasa de ventas del competidor, x, que

suponemos igual a su capacidad:
D(p, X) = d(p) - x, d"(p) <O.



El funciona objetivo del monopolista es:

3,(u, )= Qe ™ (p- mD(p)dt +e S, (y(T)),

donde u denota la inversion en capacidad de produccion del competidor, m > 0 es € coste marginal
constante de produccion y r, > 0 es e tanto de descuento. Sea y(t) €l nivel del recurso gestionado por

el monopolio. Su evolucién en el tiempo esta regida por:

y:'D(p!X)1 y(O):y0>O
Por otra parte, e competidor maximiza:

T

Ji(u,p)=Qe- rit((p- k())x- g(u)dt +e ™ S (x(T)),
donde k es la funcién de coste marginal de producciony e coste de lainversion esta dado por la
funcion g. Ambas funciones se suponen convexas. Laevolucion de la capacidad del competidor esta
determinada por la ecuacion diferencial:
X=u-nx,  x(0)=x,20,

donde se ha considerado posible que exista depreciacion de la capacidad, m> 0. Las restricciones que

afectan alasvariablesson: x> 0,0<y<yo,ul IR,p 1 IR"yD>0.

A continuacién consideramos dos bloques diferentes de hipotesis. El primero encaminado ala

resolucion andliticay e segundo alaresolucién numérica, dada la complejidad de las mismas.

Caso A. RESOLUCION ANALITICA. Caso B. RESOLUCION NUMERICA.

1.rl=r2=0 1. r=r,=0

2. d(p)=a-bp, a,b>0 2. d(p)=a-bp-Cp?, a,b,c>0
3.g(u)=bu’, b>0 3. g(u)=e" -1, b>0

4.K(X) = k>0 4.K(X) = ko + ko x+ kol ki, Ko, ks > 0

5.9 (X) = SiX Sz(y) =Y, S, >0 o S(X) =,51%, Sz(y) =Y, S, >0

S s = s = 0, entonces podria darse la solucion analitica sin excesiva dificultad cuando r,, r, > O.
También podria considerarse un coste marginal proporciona a la capacidad del competidor y obtener
explicitamente la solucion. Las hip6tesis impuestas en € Caso A, generalizan las consideradas por
Dockner y Jorgensen (1984): s, = s, = m= 0, con la aportacion adicional de que mientras estos autores
trabajan con estrategias de ciclo abierto, nosotros determinamos |as estrategias Optimas de ciclo cerrado

sin memoria, que tienen la propiedad de consistencia temporal fuerte.



Con la hip6tesis de linealidad sobre la funcion de pago fina del monopolista, y teniendo en cuenta (2),
puede ssimplificarse su funciona objetivo de una forma conveniente, de manera que la variable y no esté
presente en su expresion:
.
y(®) =y(T) - g D(pt),x(t))dt,
y por tanto & funciona objetivo (1) es:
.
Jo (U, p)=Q(P- M- 5,)D(p,X)dt +s,Y,
L os cogjuntos de estrategias consideradas son de ciclo cerrado sin memoria:
u={u:[0,7]" [0.¥]" [0.y,]® IRudedlaseCt}
p={p:[0,7] [0.¥] [0.y,]® IR+|pdedlaseC’}

Denotaremos a partir de ahora por (u*, p*) T U x 'P & equilibrio de Nash y (u, p) su evolucion temporal

alolargo de latrayectoria éptima, x*.

3 Condiciones necesariasy suficientes de optimalidad

Definiendo los hamiltonianos de | os jugadores:
H (Y, p,ul 1,1 7) =(p- k(x))x- g(u) +17(u- m) +1 (- D(p,x))

H2(xy, p.ul 3,1 3) =(p- m- s,)D(p,X) +15(u- mx) +15(- D(p, x)),
las condiciones necesarias de optimalidad son:

Hj:-g'(u)+|1120

2= (p- K+ KEOx+m - 17 - (x- 12d'(p) TP
Ix

12=(-x+mi+d(p)l?) P
Ty

17(T) =S, (x(T))

11m)=0
H®=D(p,X) +(p- m- s,)d'(p) - I ;d'(p) =0
m
L= (p- m-s) 1 im- 13- 153
, Im

2
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2(T)=0
2(T)=0
Puesto que la varigble y no interviene en € funciona objetivo de losjugadores, se simplificaria
considerablemente e estudio de las estrategias Optimas, suponiendo que estas son independientes de
dichavariable. Mantenemos por tanto a partir de ahora la dependencia de |as estrategias respecto de X,
pero las consideramos independientes de y. En este caso, se verifica:
| 20200,

y la estrategia del monopolio que maximiza su hamiltoniano es independiente del tiempo:

D(p,X) +(p- m- s,)d'(p) = i p* (X)——(a+b(m+s) X) i':casoA
+ (X):%(-A+\/Az+4(|3 l»,bcasoB

Con A=-2(b- c(m+s,))/(3c),B=(a+b(m+s,))/(3c)

Dado que p* es una funcién concava de x y teniendo en cuenta las hipétesis efectuadas sobre las
funciones que intervienen, los hamiltonianos maximizados de ambos jugadores son funciones concavas
respecto a x, verificandose el Teorema de Arrow-Kurz, Melhmann (1988). Por tanto las condiciones

necesarias del principio del méximo son también suficientes, en cada uno de los casos considerados.

Para determinar u* recurriremos a la metodologia expuesta en Martinez y Rincon (1995). En aquel
trabajo se prueba que la estrategia Optima es solucion de clase Cl de una ecuacion cuasilinea de

ecuaciones en derivada parciales, cuya expresion para este modelo es:

fu
w (u- )_x_m(d_( (p* (X) - x(x))) - ng'(u))

dondet =T - t lacondicion inicia dada por (6) enlat=0 es:
u(0,x) =(g') (S, (x))
donder = T - t. Lacondicion inicia dadapor (6) enr =0 es:

u(0,%) = (9) " (Sl (x))
Reciprocamente, toda solucion de (6)-(7) verificala propiedad de consitencia temporal fuerte,

como se prueba en e Teorema 1 del citado trabajo de Martinez y Rincdn (1995).

Laaplicacion del método de las caracteristicas conduce a la parametrizacion de la superficie

solucion mediante curvas determinadas por e sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias:



| oy r
| L |
! dx _ i
: a, ™ /
du 1
;—tf—)(—( (P* (X) - k(X)) - m@J(U))iO
con condicién inicial:
i t(0,s)=0 U
% X(0,8) =s ;,

1u(0,9 =(g)*(S, (S))Io
Como es bien conocido, John (1971), localmente existe una Unica solucién de clase Cl de

(8), (9).

4 Solucién analitica

En e Caso A la solucién puede determinarse explicitamente:

—(Ix-l—(l cosh(l t)) + bsehn(lt))(m2 | #)senh(l t)
u*(t,x)=

msenh(l t) +1 cosh(l t)

+%(I cosh(l t) - msenh(lt))+|%(m- mcosh(l t)I senh(l t))

con trayectoria Optima asociada para la capacidad del competidor:

x*(t)zli—(so(msenh(l t)+1 cosh(l t))- %senh(l t))+|%(1- cosh(l t))

donde:

| x, - —(1 cosh(l T)) + bsenh(l T)

% = msenh(l T) +1 cosh(l T)

=/m? +1/(2bb),  b=(a/(20)+m/2- k+s2/2)/(2b) yt =T - t
El equilibrio de Nash (u*, p*) es afin en lavariable de estado x. A medida que aumenta su

capacidad, el competidor invierte menos en la misma, dado que:

(m? - | 2senh(l t )
msenh(I t) +1 cosh(l t)

ul(t,x) = £0, Nt1[0,T]

Laredlizacion en ciclo abierto de las estrategias de ciclo cerrado es:



ut) =u* (t,x* )):T—O(m2 - 1 2) seni(l t)+%(l cosh(l t ) - msenh(l t))

b

I 2

+ (m- mcosh(l t) + senh(l t))

Bt) = p* (x* ))=2—1b(a+b(m+sz)- X* (t))

A medida que aumenta (resp. disminuye) e precio p*, disminuye (resp. aumenta) la capacidad

productiva del competidor. En cuanto alavariabley:
y*()=Yo + ) D(p* (r),x* (r))dr.

Hay que exigir valores de |os parametros tales que D((p* (t),x*(t))30," t 30

A continuacién consideramos la posibilidad de que existan perturbaciones aeatorias en la
capacidad productiva del competidor, que ahora estd descrita por una ecuacion diferencia
estocéstica:

dx = (u-nx) dt + s (t) dw,
donde w denota un movimiento browniano estandar y a es una funcion no negativa. La intei-
pretacion de (10) es que la relacion entre inversion y capacidad productiva del competidor no
estd completamente determinada como en € caso determinista, Sno que esta sujeta a

fluctuaciones externas que no puede controlar laindustria.

El equilibrio determinado anteriormente posee una propiedad notable, pues es robusto i-especto
a las perturbaciones consideradas en la ecuacion (10), es decir, también es solucién en e caso

estocastico. Lademostracion del resultado siguiente puede obtenerse de |os autores.

Proposicion En e Caso A, € par (u*, p*) continta siendo equilibrio de Nash del juego cuando

se considera (10) en lugar de (4).
5 Comparacion de los equilibrios de ciclo abierto y de ciclo cerrado
Presentamos una comparacion entre € quilibrio de Nash de ciclo cerrado determinado en la

seccion anterior y € de ciclo abierto obtenido por Dockner y Jorgensen (1984). En laFigura 1

representamos la capacidad de produccion, X, lainversion, u, y € precio, p, Optimos, obtenidos



considerando estrategias de ciclo cerrado sin memoria, frente a las mismas variables en el
equilibrio de ciclo abierto. Los valores de los pardmetros son: m= 0, a= 400, b = 4, m = 40,
k=65b=8,X0=10,5=5=0y T=50.

Se observa que tanto la capacidad de produccién como la inversién es menor en ciclo cerrado,
mientras que & precio es mayor, respecto al equilibrio de ciclo abierto. Hemos comprobado que
este comportamiento es genera, valido no solo para los vaores particulares elegidos para la
representacion gréfica.  Por tanto, las ventgas de la utilizacion de un mayor grado de
informacion son evidentes: permite una menor inversion en capacidad por parte del competidor,
reduciendo asi el coste de aquélla, al tiempo que € precio que impone e monopolista es mayor,
puesto que la cantidad de producto sustitutivo en el mercado es menor. Esto conduce a la
obtencion de un mayor beneficio para los dos.iugadores, como se pone de manifiesto en la
Figura 2, donde hemos realizado una comparacion entre los valores de los funcionales objetivo
de los jugadores con € equilibrio de ciclo cerrado y de ciclo abierto, para distintos valores del
pardmetro 0, 2 < 0 < 100 y de la condicién inicia X,, 0 < X, < 40, con los mismos valores del
resto de pardmetros considerados anteriormente. El pago es mayor para ambos jugadores
cuando ponen en préactica el equilibrio de ciclo cerrado, es decir, cuando basan sus decisiones en

el valor delavariable de estado y en € tiempo.

6 Solucion numérica

En & Caso B hemos obtenido una expresion numérica del equilibrio de Nash del modelo pi-
esentado, resolviendo € problema (8)-(9) con un método Runge-Kutta implementado en
MATLAB. Losvaoresdelosparametros elegidosson: m=1,a=4,b=2,e=1, m=2,b =8,
§s=165=1k=k=ks=1y xo = 10.

Presentamos en la Figura 3 la superficie solucion asi obtenida, y en la Figura 4 secciones de
dicha superficie en distintos instantes de tiempo, que representan la inversion optima del

competidor en funcion de la capacidad, hasta llegar ala exigida por lacondicion final en T = 0.5.

En la Figuia 5 se representa la evolucién de la capacidad de produccion, lainversion 'y € precio
Optimos respecto a tiempo, para distintos valores de la capacidad inicial, X,. La capacidad

decrece y es una funcion convexa, mientras que precio e inversion son funciones crecientes y



céncavas. Para valores de la capacidad inicial elevados, en los momentos iniciales es Optimo
desinvertir. A pesar de que la inversion toma valores positivos a medida que €l tiempo avanza,
el efecto de la depreciacion es mayor que la inversion, produciendo la disminucion de la
capacidad en todo e horizonte temporal. . Por otra parte, € precio se mantiene précticamente
constante en todo el horizonte temporal. El comportamiento observado es sumamente variable

Y no representativo, pues depende notablemente del valor de los parametros elegidos.
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Figura 2: Valores dptimos de los funcionales en ciclo abierto (-) y ciclo cerrado (.-}
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Figura 5: Evolucion de la capacidad de produccién (-), de la inversién (.-) ¥ del precio (+)



