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ABSTRACT

El contraste de independencia en tablas bifactoriaes de dos niveles por factor puede plantearse bgjo
digtintos procedimientos de muestreo, pero sudle llevarse a cabo mediante € denominado "test
exacto de Fisher". No obstante, en la practica, en muchas ocasiones, dicho contraste se rediza
mediante € estadistico J-cuadrado incorporando la correccidén de continuidad de Yates. Este
trabgjo plantea adgunas expresiones operativas que facilitan la redlizacion dd test exacto de Fisher,
por lo que no se judtifica, sdlvo en casos extremos, la utilizacion de procedimientos gproximados.
Ademés, pone de manifiesto la casuistica de errores cometidos a aproximar la probabilidad exacta
através del estadistico Ji-cuadrado gjustado, incluyendo o no la correccion de continuidad de Y ates
gue es la que esta programada en la mayoria de |os paquetes informéticos, |0 que reforzara ain més
la tesis relativa a la no redlizacion de procedimientos gproximados. Por Ultimo, en caso de querer
llevarlos a cabo, se presenta un procedimiento sencillo que proporciona gproximaciones a la
probabilidad exacta notablemente mejores a las del contraste Ji-cuadrado con la correccion de
continuidad de Y ates.



PROBLEMATICA Y VALORACION DE LOS CONTRASTES SUSTITUTIVOS DEL
TEST EXACTO DE FISHER: UN PROCEDIMIENTO ALTERNATIVO.

1. Introduccion.

La forma clésica de proceder a contraste de independencia poblaciona en una tabla de
contingencia bifactoria -en general, S bien en adelante consideraremos la Situacion de dos niveles
por factor- no es otra que € caculo de la probabilidad (bgo dicha hipitess) de obtener la
estructura de frecuencias observada (tabla observada) y de todas aquéllas otras que evidencien a
menos igua deamiento de la hipdtesis de independencia que la tabla observada (6 degamiento se
entiende en la direccion marcada por la hipétess dternaiva). Una vez cdculadas dichas
probabilidades, se suman y esta suma se compara con € nivel de significacion prefijado, con objeto
de determinar S la estructura de frecuencias observada proporciona evidencia suficiente en contra

de la hipGtesis de independencia formulada

A la probabilidad a la que acabamos de adudir, probabilidad que se comparara con € nivel de
significacion prefijado para decidir sobre € rechazo 0 no de la hipétesis de independencia, se le

denominara en lo sucesivo, de forma abreviada, " probabilidad exacta'.

Dada lalaboriosidad que puede implicar € céculo de la probabilidad exacta, se suele proporcionar
una aproximacion a la misma mediante una distribucion Ji-cuadrado con un grado de libertad s
ambos factores presentan dos niveles. El problema que surge es que la probabilidad exacta,
calculada mediante una distribucién discreta de probabilidad (hipergeométrica, binomial
bivariante, multinomial, Poisson y binomial negativa bivariante, dependiendo del procedimiento
de muestreo), se aproxima a traves de una distribucién continua de probabilidad (la distribucién
Ji-cuadrado). (NOTA 1)

L as correcciones de continuidad surgen, pues, como intento de compensacion de los desgjustes que
tienen lugar cuando la distribucion de probabilidad de las frecuencias observadas, que es discreta, es
aproximada por otra de carécter continuo. Se comete un error a calcular una determinada
probabilidad, no mediante una distribucion discreta, Sno através de su aproximacion continua, y se
pretende solventar dicho error "corrigiendo de la continuizacion redizadad' o, smplemente,
corrigiendo de continuidad. No obstante, surge la siguiente cuestion: ¢L.a manera de corregir de

continuidad es independiente del disefio del experimento? o, por € contrario, ¢dependiendo de cud



sea d moddo la correccion de continuidad se lleva a cabo de una u otra manera?. La respuesta no
es, ni mucho menos, obvia, pero las investigaciones llevadas a cabo en | os Ultimos afios abogan por

diferentes correcciones de continuidad para diferentes disefios.

El contraste de independencia en una tabla bifactorial con dos niveles por factor se sude llevar a
cabo, sea cua sea e procedimiento de muestreo, con € condicionante de que los totales marginaes
de ambos factores sean fijos, y @ procedimiento més popular entre los investigadores de las
Ciencias Socides en generd, y de la Economia en particular, probablemente mediatizados por los
paguetes informéticos de contenido estadistico a uso y la literatura tradiciona sobre esta materia,
consste en llevar a cabo un test exécto de Fisher S aguna de las estimaciones de las frecuencias
esperadas, caculadas bagjo |a hipdtesis de independencia, es inferior a5, 0 S € totd muestrd es
inferior a 20, y condderar que la gproximacion Ji-cuadrado que incluye la correccién de
continuidad de Y ates es aceptable en |as deméas condiciones. (NOTA 2)

El objetivo de este trabg o consstird en demostrar que la supuesta laboriosidad de laredizacion del
test exacto de Fisher no es tal puesto que € cdculo de las probabilidades de las tablas cuyo
adgamiento de la hipétesis de independencia es igua o superior a de la tabla observada puede
llevarse a cabo de una forma muy smple, por lo que no se judtifica, slvo en casos extremos, la
relizacion de procedimientos aproximados. Se pondra de manifiesto, ademés, la casuigtica de
errores cometidos a aproximar la probabilidad exacta através del estadistico Ji-cuadrado gjustado,
incluyendo o no la correccion de continuidad de Y ates que es la que esta programada en la mayoria
de los paguetes informéticos, 10 que reforzara aln més la tess relativa a la no redizacion de
procedimientos aproximados. Por Ultimo, en caso de querer llevarlos a cabo, se presenta un
procedimiento muy sencillo que proporciona gproximaciones a la probabilidad exacta notablemente
mejores alas del contraste Ji-cuadrado con la correccion de continuidad de Y ates.

2. Disefio con los totales marginales fijos. Expresiones operativas para d test exacto de
Fisher y deficiencias delostests Ji-cuadrado y Ji-cuadrado con correccidn de continuidad de

Yatesen la aproximacion de la probabilidad exacta.



Como ya se avanzo, € disefio o procedimiento de muestreo en € gque nos vamos a centrar, parala
contrastacion de la hipétesis de independencia en una tabla (2x2) es agquél en d que los totdes
margindes de ambos factores se congderan fijos, pues es € que contemplan los paguetes
informéaticos a uso para la realizacion de un "test exacto" que recibe € nombre de test exacto de
Fisher.

En este disefio, la probabilidad exacta, es decir, la probabilidad de obtener, bgjo la hipbtesis nula de
independencia, la tabla observada o aguelas otras con igua o0 mayor dgamiento (en cuaquier
direccion) de la hipdtesis nula, se obtiene mediante la expresion

P(| Ni- E; | 3 |nij-|§ij ) para cualquier ij

éij

donde n; es la frecuencia observada en la celda ij, es la estinacion de |la

frecuencia esperada en dicha celda bajo la hipbétesis de
i ndependencia y N; sgue supuesta la hipdtess, una digtribucion de probabilidad
hipergeométrica, H(n;n;;n), (distribucion de probabilidad discreta), por estar fijados los totales
marginales de los dos factores involucrados en latabla bifactorid .

Laanterior probabilidad, s se dan |as condiciones apropiadas, se puede aproximar através de

e , (n-1) (Nunz - Nna)’ U
Pec; 3 U
P N N2 N1 N2 0]

donde, como es sabido, la distribucion J-cuadrado con un grado de libertad es una distribucion de

probabilidad continua

S bien d aproximar la anteriormente denominada “probabilidad exactd' a través de una
digtribucion continua se smplifica mucho € contraste, no es menos cierto que se estd cometiendo
un "error de continuidad", es decir, un error debido a la agproximacién de una distribucion de
probabilidad discreta mediante otra continua. Para corregir ese "error de continuidad”, Y ates

Propuso Una correccion que se operaen d edtadistico X254 (NOTA 3)



n-1 (n11n22 - n12n21)2 N-1) o o (ni' - éi' )2
2, = @D (-1 g g (0 B
i

N N2 N1 N2 n

y que consste en restar 0,5 a las desviaciones positivas de |as frecuencias observadas (n;) respecto
(Ei)
en caso de que dichas desviaciones sean negativas, y ello
sienpre antes de elevar al cuadrado |as anteriores desviaci ones.

En otros térmnos, l|la correccion de «continuidad de Yates
consiste en restar 0,5 al valor absoluto de las diferencias

de las estimaciones de las esperadas bgjo la hipbtesis de independencia y sumar 0,5

A

entre n;y E”, obt eni éndose una aproximaci 6n a |l a "probabilidad

exacta", ya corregida de continui dad, nediante

(| N - éij | - 0’5)2:
éij
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O bien atravésde
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En genera, cualquiera que sea ij, la probabilidad de obtener la tabla observada o aguellas otras que
se dgen de la hipbtesis de independencia tanto o més que dla viene dada por

P[INij'éijlslnij_éijl] =
P[Nij'éijE'lnij_éijl]+ P[Nij'éij3|nij'éij|] =

P[NijEEij'lnij'éijl] + F’[Nij3 éij+|nij'éij|]

ysn £ Ei



P[Nijﬁéij-lnij-éiﬂ] + P[Nij3 éij+|nij_éij|] =
P[Nijféij"'(nij'éij)] + F)[Nij3 éij'(nij'éij)] =

ANy £n] + PNy 28,0

m>

ij

ysn?

P[Nijﬁéij-lnij-éiﬂ] + P[Nij3 éij+|nij_éij|] =
P[Nijﬁéij-(nij-éij)] + P[Nij3 éij+(nij'éij)] =

PNy £28,-n) + P[Ny 3 ]

La redizacion dd test exécto de Fisher no plantea dificultad aguna pues las
expresiones expuestas nos especifican claramente las tablas que se deben cdificar de "tan raras o
més' que la observada. Una vez sdeccionadas edtas tablas, @ caculo de su probabilidad de
ocurrencia no presenta dificultad andlitica dguna ya que se puede cdcular la probabilidad de una de
elas lai-&ama,

n.intna!n,!
N'Nua! N ! Nog! Ngs!

P(i) =

y lade las demés se obtienen a partir de ella mediante las expresiones

kol
O (n2-K)(nz-k)

Pi+k)= 2 P(i)
O (nu+ K)(nz+ k)
o
O (nu-K)(nz-K)
P@i-k)= LO P(i)
O (n2+ K(nat k)

siendo nyy, Ny, Npy Y Mpo las frecuencias observadas en lai-ésmatabla, y sendo lastablasi, i+k ei-k,



agudlas enlaque Nj=i, N;=i+k y N;=i-k respectivamente, cualquieraque seaij.

En consecuencia, ni la deteccidn de las tablas que conforman laregion critica, ni d caculo de sus
probabilidades conlleva complicacion o laboriosdad aguna por lo que no exisen razones

suficientes, salvo casos extremos, para los procedimientos gproximados.

Lainclusién de lacorreccion de continuidad de Y ates en las expresiones

anterioresllevaa

A
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donde la distribucion de probabilidad de Njj bgjo la hipotesis de independencia, hipergeométrica, se
puede aproximar, S se dan las condiciones, mediante unaley norma



ahin; (Nnpnpnin; 0
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Denominando g ala parte enterade 2 Eij . njj, Se puede establecer lasiguiente casuigtica:

A A 1

CasoAl) nj£E; yadems g <2E;-n;< q+§

S se gproximala probabilidad exacta mediante d estadistico X4, 010 que esigual, mediante
P [Nij £nij]+ P[Nij 3 2éij'nij] S N;; £ éij

oatravésde

P[Nij£2éij-nij]+ P[Nij3 nij] S nij3 é

ann; [n.n.n;n,0
Nj —aprox N ¢ : ) 2 o
én n“(n-1) g

ij

con

tienen lugar dos distorsiones:

1
1) Infraestimacion: > P [Nij = ni,»]

2) Sobreestimacion: ggﬁ + %g (2 éij - nij) EP [Nij = q]

entendiéndose por "infraestimacion” la aproximacion a la probabilidad exacta por defecto y por
"sobreestimacion” la aproximacion por exceso. Incluyendo la correccidn de continuidad de Y ates,
es decir, gproximando la probabilidad exacta mediante

¢

o, €& ., - lu .
PgNijEnij+§H+ PgNi,» 2Eij-nij-§a s £ Ey

ocurre que



1) Secorrige la infraestimacion

2) Aumenta la sobreestimacion hasta: [(q+ 1) -(2 E;- ni,»)] P [Nij = q]

Como ilustraciéon del caso A.l., y a modo de gemplo, consderense latablay d gréfico que se

presentan a continuacion.

TABLA 1
donde
~ . . 1
Ey = 35483871 ; nufEy ; <2Eyu-hu<q+ E
GRAFICO

Con la ceda (1;1) de referencia, la probabilidad exacta viene dada, gréficamente, por € &ea
rectangular correspondiente a los valores de N;; menores o iguales que 2 0 mayores 0 iguales que
5,09; es decir, € @ea rectangular correspondiente a los vaores. 0, 1, 2, 6, 7, 8, 9, 10. La
aproximacion normal (o mediante & estadistico X%4q) viene dada por € &rea bajo la normd ala
izquierdade 2 y ala derecha de 5,1, perdiéndose en la gproximacién la mitad de la probabilidad de
gue N;; tome € vaor 2 e incorpordndose un 40% de la probabilidad de que Ny; tome € vaor 5.
Cuando se incluye la correcciéon de continuidad de Y ates, se incorpora de nuevo la mitad de la
probabilidad de que N1; tome € vaor 2, pero se afiade, adiciona mente, un 50% de la probabilidad

de que N;; tomed vaor 5.

Andogamente se establecen |as demés Situaciones

. 1 A
CasoA2) n;£E; yadems q+§ <2E;-n;< g+1

Aproximando la probabilidad exacta mediante € estadistico X%q4 se produce una doble

infraestimacion:



.1
1) Infraestimacion: > P [Nij = ni,»]

e 1

2) Infraestimacion: §2 E; - nij) -+ >

%P[Nij=q+l]

y con la correccion de continuidad de Y ates
- £ E. = N = 1
Caso A3) ny £1§'Se¥:89r?rg?esla2|ﬁfrag§i méci 6n eval uada en 5P [Nij = ni,»]

2) Seincurre en sobreestimacion: [ (g+1) -(2 E;- nij)] P [Nij = q]

La gproximacion de la probabilidad exacta utilizando & estadistico X4 noslleva, d igua queen
cas0 A.2, aunadoble infraestimacion:

1
1) Infraestimacion: > P [Nij = ni,»]
o1 A 1 3
2) Infraestimacion: EP[N” = 2Ei,»-nij] = EP[Nij—q]
que e corrige incluyendo la correccidn de continuidad de Y ates.

2 A 1
CasoB.1) n;® E; yadems q <2E;-n;< q+

Aproximando la probabilidad exacta mediante € estadistico X%q4 se produce una doble
infraestimacion:

.1
1) Infraestimacion: > P[Nij: ni,»]

e 16 (. u _
2) Infraestimacion: 8gq+55-(2 Eij'nij) HP[Nij_q]

y seincluye la correccion de continuidad de Y ates se tiene que



1 1
CasoB.2) n; * 1 Seyarkiges aj niigestiician evafieda en - P [Ny =1y

2) Seincurre en sobreestimaci on: [(2 éij - ni,»)-q] P [Nij =q+ 1]

Lautilizacion del estadistico X544 para aproximar la probabilidad exacta provoca
., 1
1) Infraestimacion: > P [Nij = ni,»]

2) Sobreestimacion: d2€,-n,)-&
(S

160 3
+§BHP [Nij— q+ 1]
mientras que incluyendo la correccidn de continuidad de Y ates se tiene

CasoB.3) n;3 E; yadems12$ caifigeda infraestimacion

2)Se incrementa la sobreestimacion hasta: [(2 E;- ni,»)-q] P [Nij =q+ 1]

La gproximacion de la probabilidad exacta utilizando e estadistico X4 noslleva, d igua queen

caso B.1, aunadoble infraestimacion:
. ., 1
1) Infraestimacion: > P [Nij = ni,»]

2) I nfraestimaci on: E P Nij =2 éij -N;| = E P [Nij = q:|
2 2
que e corrige incluyendo la correccidn de continuidad de Y ates.
Como puede gpreciarse, salvo en los casos A.3 'y B.3 en los que las estimaciones de las frecuencias

esperadas bgjo la hipdtesis de independencia sean miltiplos de 0,5, (NOTA 4) la utilizacion de la

correccion de continuidad de Y ates no conduce a buenas aproximaciones de la probabilidad exacta.

3. Disefio con los totales marginales fijos: una alternativa a la correccion de continuidad de

Yates en la aproximacion de la probabilidad exacta en tablas (2x2).



Una propuesta para corregir las sobreestimaciones o infraestimaciones de la
probabilidad exacta que tienen lugar cuando se aplica la correccion de continuidad de Yates

consiste en aproximar la misma de forma asimétrica. Se propone @ siguiente procedimiento:

A

A)S nij£ Eij
16 R
Peaca _ ng\'ijf i+ 5t P(Nij3 2E;-n;+ D)
B)S nij3 Eij
A a?\l s 10
Peada _ P(NiiE 2E;-my+ D) + PN -2
sendo
an; |[n.n.nin,0
Nij —aprox N (;’ J; 2 -
en n“(n-1) g
Obien
A)S Njj EEJ'
& ., 1 9 2 o
. Di+5 - , D-D, -
Pexacta P(;X £ # + P(;X 3 ¢
T mmemnT & mmbnan, 7
& n’(n-1) o g n’(n-1) g
B) S n; 2 Ej
& 0 & o}
¢ 5 L ¢ B2 =
Pexacta_(;X*E —” + p(;x3 2 -
¢ NniN>N1No (;

nn : MN2Nana 1n2
n(n-1) o -1 o

siendo X unanormal estandar y D una cantidad que se calculacomo



1 .

En lo que a la anterior forma de proceder se refiere, es necesario establecer las siguientes
sdvedades.

End caso A:
% 0
N . ¢ * D- |5ij :
S2g,-n; > min (nunonan,) entonces P X' 3 ————"=0
¢ NNz NaN2 N
g \ n’(n-1) o
En€ caso B:
% 0
A g * D- |jij —
S 2E;-n; < 0 entonces P )X £————=_=0
¢ NNz N1N2 N
g n’(n-1) g

A modo de ilugtracion supdngase, de nuevo, la tabla (2x2) con totdes margindes fijos
anteriormente considerada
TABLA 1

donde
éll = 3,5483871 Y N £ éll
De acuerdo con lo anteriormente expuesto, |as tablas que se dgan de la hipdtesis de independencia
tanto 0 més que la observada son, ademas de ésta, aquéllas que verifican
Nufny O Nyd 2 én' Ny

En e caso que nos ocupa, aquéllas con N;£2 6 N;® 7,0967742, es decir lastablas To, T, To, Te, T7,
Ts, Toy Tio, Sendo T; latablacon Ny;=i.

La probabilidad exacta (suma de las probabilidades de |as tablas especificadas) se cifra en 0,2617.
Laaproximaciones de la probabilidad exacta computadas han sido las sguientes:
a) Mediante & estadlistico X% 0,2224 (Infraestimacion: 00393).



b) Con la correccidn de continuidad de Y ates: 0,4040 (Sobreestimacion: 0,1423).

c) Con ladternativa expuesta: 0,2638 (Sobreestimacion: 0,0021).

pudiendose apreciar, en € caso expuesto, la bondad de la dternativa propuesta en la aproximacion
alaprobabilidad exacta.



TABLA 1

FACTOR A
NIVEL 1 NIVEL 2
FACTOR NIVEL 1 2 8 10
B
NIVEL 2 9 12 21
11 20 31
GRAFICO
P[N11 nil]
0,2884  0,2884
0,1662 0,1616
0,0606
0.0417
/ 0,0084
0,0042 \__0.0007 0,00002 0,0000002
T 4.6' 511
I I I I I I I I I I
0 1 2 4 7 8
N11




NOTASA PIE DE PAGINA
(1) Véase RUIZ-MAYA PEREZ, L.,MARTIN PLIEGO, F.J; MONTERO LORENZO, JM;

URIZ TOME, P. (1995): "Andlisis Estadistico de Encuestas. Datos Cudlitativos'. A.C., Madrid.

(2) Algunas de las versiones més recientes de |los paquetes informéticos de contenido estadigtico -

por gemplo laversion 6.1.2 del popular SPSS- ya superan esta limitacion.

(3) En redlidad se opera en @ estadistico X?, pero se expone sobre € estadistico X% por ser este
ultimo més apropiado para llevar a cabo € contraste de la hipdtesis de independencia en este
disefio. La demostracion de la equivalencia de las dos expresiones expuestas del estadistico X%4q
puede verse en RUIZ-MAYA PEREZ, L.;MARTIN PLIEGO, F.J; MONTERO LORENZO,
JM.; URIZ TOME, P; LOPEZ ORTEGA, J. (1990): "Metodologia Estadistica parael Andisis de
Datos Cudlitativos'. C.I1.S., Madrid.

(4) Solo en este caso se verifica

zéij'nij:q
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