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Resumen

Son cinco las propiedades que un buen principio de cdculo de prima debe satisfacer:
sobreprima de seguridad no negativa, no estafa, consistencia, aditividad e iteratividad, todas
ellas satisfechas por € principio de prima neta de la Teoria del Riesgo Colectivo en un modelo
clésico de estadistica, y todas menos la quinta en un modelo bayesiano clasico. Nuestro
trabgjo plantea la pregunta de s la prima a posteriorj en un modelo contaminado puede
adoptar laforma de una formula de credibilidad, que verifica las cuatro primeras propiedades
deseables para un principio de célculo de prima, en € contexto de la Teoria del Riesgo

Colectivo y parael modelo compuesto.

1 Introduccion.

Es evidente la necesidad que tiene e actuario de asignar una prima justa y razonable (azar
moral y competitividad) y la importancia que puede tener e disponer de un rango de valores
para la misma con € objetivo de cobrar la que considere. en e momento oportuno; € andlisis
bayesiano robusto presenta una de |as vias para a canzar este objetivo.

Una de las maneras de estudiar la robustez consiste en plantear las diferentes creencias a
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priori (expresadas en densidades a priori) y estudiar sus diferencias respecto a ciertas medidas
de interés. La metodologia consiste en asignar una clase G de densidades a priorj plausibles y
redlizar un andlisis bayesiano esténdar sobre cada uno de los elementos de la clase. El andlisis
sera robusto cuando las conclusiones sean aproximadamente las mismas para cada elemento de
laclase.

En definitiva, 1o que nos proponemos es incorporar la imprecision del actuario sobre sus
creencias a priorj mediante la consideracion de clases de densidades a priori que sean

coherentes con Ssus creencias.

El objetivo de este articulo, sin embargo, no es estudiar la robustez o carencia de la misma
del principio de prima neta sino preguntarnos sobre € comportamiento de una prima a

posteriorj con informacion a priori imprecisa.
2 Modelo colectivo dela Teoria del Riesgo.

En & modelo colectivo de la Teoria del Riesgo, a partir de ahora T.R., un riesgo es una
secuenciaN, X; , X, ,... de variables a eatorias con la siguiente interpretacion:
* N eslavariable aleatoria nimero de siniestros.
* Xi, (i=1,2, N) eslavariable deatoria coste del i-ésimo siniestro. Estasv.a. son entre si

independientes y equidistribuidas.

* X =4 " X, eslavariable aleatoria coste total.

Cuando se trabgja en T.R. € camino 6éptimo es hacerlo con la distribucion del dafio total
obtenida componiendo los modelos de nimero de siniestros y cantidad monetaria.  En este
caso ladistribucion del dafio total es:

F()= & P V™ (%), )

N=0

donde V™)(x,) es la convolucién N-ésima de la variable aeatoria X;.
Laforma que toma F(x) depende de la distribucion del nimero de siniestros PN, siendo €
caso mas extendido aquél en € que Py es Poisson, para € que F(X) se denomina distribucion

de Poisson compuesta.



3 Principios de calculo de primas.

La prima es e precio para € seguro (o reaseguro) vendido por la compafiia aseguradora.
El precio correcto, que es llamado rating, es vita, pues s es demasiado bgjo representa una
pérdida para la compafiiay s es demasiado alto se pierde competitividad frente a otras. Una
de las labores del actuario consiste en encontrar métodos de calculo de primas, generalmente
[lamados en la literatura actuarial principios de célculo de primas.

Si denotamos por X la variable aeatorio representativa del riesgo (nUmero de siniestros o

cantidad monetaria reclamada), un procedimiento de céculo de prima se define como sigue®

Definicion 1 (de principio de calculo de prima). Un principio de calculo de prima es

una funcion H que asigna a un riesgo X un nimero real H(X), la prima asignada al riesgo X.

Ahora sea L:A?® A una funcion de pérdida, j.e. una funcion que atribuye a algin
(x,P)T AZla pérdida sostenida por un decisor que toma la accién P y se encuentra con ¢

resultado x de algun experimento aeatorio. A partir de aqui se define la verdadera prima

individual de la siguiente manera:

Definicién 2 (de verdadera prima individual). Dados un riesgo X con funcion de
distribucion F(x) y una funcién de pérdida L:A* ® A la verdadera prima individual es el

valor de P que minimiza la pérdida esperada

QL(xP)>xdF (x) = E[L(X,P)]

donde x es €l resultado del experimento aleatorio Xy P la prima cobrada por tomar x.

Segun cual sealafuncién de pérdida que se considera surgiran distintos principios. Asi,
s L(x,P)=(x- P)?, entonces:
P=E,[X]
3para una consulta més detallada de las definiciones 1 2 y 3 ver Heilmann (1989).

congtituye el principio de primaneta o de equivalencia



La verdadera prima individual representa el precio tedrico que la compafiia cobraria a un
cliente al suscribir éste un contrato de seguros; para obtener este precio exacto la compafia
debe conocer la forma de la distribucion de probabilidad de siniestralidad y los parametros de
esta distribucion.  Si esta informacion le es asequible a la compafiia, la verdadera prima
individual se podra calcular. En T.R., como es obvio, se sabe que esta informacion no esta
disponible; generamente los valores actuades de los parédmetros de la distribucion de
sniestralidad son desconocidos. En e modelo colectivo compuesto generalmente la
distribucion del nimero de siniestros, PN, depende de un pardmetro 0, la tasa promedio de
siniestros, y asf apartir de (1), F(x)?° F(xXq) .

En este trabgjo consideraremos que e proceso de aprendizae del actuario le va a servir
para especificar una distribucién a priorj, po(q), a parametro de la distribucién de

siniestralidad, F (Xq) . Esta distribucion a priori combinada con la informacion proporcionada

por una muestra de contratos le servira para construir la distribucion a posteriori del

parametro y a partir de ésta la prima a posterior, que se define como sigue:

Definicion 3 (de prima a posteriori). Dados un riesgo X con distribucion F(x|q),

siendo O un parametro desconocido con distribucién a priori po(g)una funcién de pérdida

L:A%® A,y unamuestrax laprimaa posteriorj ese vaor P* que minimiza

siendo po(q | x) ladistribucién aposteriori de q dadalamuestrax, y P laverdadera prima

De nuevo, si L(P,P*)=(P-P*)? entonces:
P = Qlo (x| )b @ ) = EglEq [ |a]

Por otro lado es sabido que un buen principio de calculo de prima, P = H [X], deberia
satisfacer el mayor nimero de las propiedades deseables de un principio de calculo de prima, y
gue son (ver Gerber (198)): 1.Sobreprima de seguridad no negativa (esto es, P > E[X].),
2.No estafa (P < ry, siendo ry la reclamacion maxima posible), 3.Consistencia (H [X +¢] =H
[X] + ¢, parac1 H), 4Aditividad. (H [X1 + X5] = H [X4] + H [XJ], con X, y X, riesgos
independientes) y S.lteratividad (H [X] =H [H [X T §]], con X y Sriesgos



arbitrarios).
Es facil demostrar (ver Gerber (1980)) que la verdadera prima individual para e principio
de prima neta satisface las cinco propiedades anteriores y que la prima a posteriori verifica

todas menos la quinta.

4 Calculodelaprimaen un modelo de clases de contaminaciones.

Nos proponemos ahora, como adelantamos en la introduccidn, incorporar la imprecision
del actuario sobre sus creencias a priori mediante la consideracion de clases de densidades a
priori, lamémoslas G, que sean coherentes con sus creencias. Ahora bien, ¢cdmo asignamos
esta clase Gde densidades a priori?. Una de las técnicas habituales en € sentido anterior es
denominada clases de contaminaciones (Sivaganesan y Berger(1989), entre otros).

La metodologia consiste en considerar que la distribucién a priori de q pertenece alaclase:

G={p(q) = (1-€) - po(q) +eq(ap) T ol Q; el [0,1]}.

Esto significa que se asume cierta confianza sobre po, tanta como (1 -€) - 100% pero algo
perturbada (mediante g, usualmente llamada contaminacion, perteneciente a la denominada

clase contaminante Q).

Para & estudio de la robustez sobre esta clase, una via natura consiste en estudiar la

variacion de ciertas cantidades g(x, ), a posteriori sobre el rango pl G. y que en nuestro

caso serae inf P* yedsupP*. Si e rango de ginf P* sup P *3 €s pequeifio, entonces
a G g G g9l gl G u

podemos asegurar robustez en la asignacion de po; Si € rango es grande, no tenemos robustez

respecto a G,,. Sobre la clase contaminante Q es usual considerar:
Q; ={Todas las distribuciones},
0 bien,

Q. ={Distrib. Unimodales y con la misma moda que po}



Una vez planteada la necesidad de utilizar una metodologia de robustez bayesiana en
cualquier andlisis que incorpore informacién a priori pasaremos a continuacion a exponer las
expresiones andliticas que nos permiten obtener los extremos inferior y superior para las
cantidades de interés. NoO es nuestro objetivo en este trabajo realizar un analisis de robustez
como € indicado. En este trabgo proponemos dos aspectos que son esenciamente dos
preguntas. La primerade ellas se expone inmediatamente y |a segunda a continuacion.

Tenemos alguna constancia de que los actuarios tienden a interpretar € andlisis antes

esbozado como una nueva definicién de prima a posteriorj en € siguiente sentido.

Definicién 4.(de prima a posteriori en e modelo contaminado.) Sea un riesgo X con
distribucion F(x T q) especificada bajo un parametro desconocido g sobre el que se tiene
incertidumbre respecto a una Unica distribucion a priori po(g) y G una clase de posibles
distribuciones a priori. Se define la prima a posteriori del riesgo X en e modelo G, como

cualquier nimero real perteneciente al intervalo

’nf P*,su P*@,
é}TG pTg H

siendo P* la prima a posteriori, dado algun principio de célculo de prima y dada la
verosimilitud f(x i ¢) mientras que pl Gindica una densidad a priori cualquiera dentro de

laclase G*

Es evidente desde un punto de vista estadistico que la definicion anterior tiene poco
sentido, de hecho una mayor imprecision lleva a un intervao mas amplio que facilita a
actuario una eleccion mas flexible. No obstante s nos restringimos a situaciones donde
previamente se haya detectado robustez, ¢Ja definicion anterior puede ser Util para €l actuario?

El siguiente teorema muestra que e rango del valor a posteriori de g(q) sobre laclase G,
se puede obtener encontrando los extremos de una funcién de una variable. La demostracion
del mismo es smilar a un teorema que se encuentra en Sivaganesan (1988), y para un

seguimiento detallada de la misma puede consultarse Gomez (1996).

“Es frecuente considerar r, y nosotros lo haremos asi G, = {p = (1-€)-po+e-gi qi Q} denominadaclase de E-

contaminaciones.

Teorema 1. Segj °(x) el valor esperado a posteriori de g(q) con respecto alapriori p,



entonces para G,, Q, y siempre que (‘Qg(q) f (x|q)q(q)dq &

mf% (x) = sup(lnf )R(Q)

p|GLL Pl G

A +9@)f(x]|a) 1- e

donde R(q) = A (x| ) A——m(x|p) A, =A% P (x)ym(x|p,)es la

densidad predictiva de x dada po.

Obsérvese que €l Teorema 1 nos asegura que la busgueda de extremos puede hacerse en

laexpresion

R@)= A +9@)f(x]a)
A+f(x|q)

Esta expresion es un mero instrumento analitico para el cdculo, no obstante en nuestro caso

esta expresion adopta la forma siguiente,

_ AP +g()l(m|q)
¢ A+l(m|q)

S llamamos

_ A
_A+I(m|q)

entonces la prima a posteriori en este modelo de contaminaciones puede escribirse de la
siguiente forma:

P =ZxP +(1- Z)»P
= ZxE [, [X |a]l+ @- 2) < [X |q]

Llamaremos a Z factor de credibilidad y la férmula anterior adopta una expresion similar a
las férmulas de credibilidad de la Matemética Actuaria. Como se puede observar esta

expresion es una suma ponderada de la prima a posteriorj y de la verdadera prima individual.

AdemésZ1 [0, 1] yZ>+ Llcuandot > ¥, loqueimplicaque P, > P cuandot > ¥. Esto

significa que a medida que € actuario posee més informacion sobre € riesgo mayor es la

ponderacion de la prima a posteriorj; s tiene informacion completa el actuario puede tener



confianzatotal en la primaa posteriorj y no tendria sentido contaminar € modelo. Por dltimo,
s Z - 0, lo que ocurre cuando e - 1, la verdadera prima individual adquiere mayor

ponderacién (ya comentamos que en T.R. se supone que ésta no es asequible).

El desarrollo anterior y la forma que adopta la expresidon que en un principio no era otra
cosa que un instrumento anaitico nos lleva a la segunda pregunta objeto de esta
comunicacion, ¢puede considerarse la expresion indicada como una formulacién de prima a
posteriorj con informacidn a priorj imprecisa?.

A mayor abundamiento en la pregunta anterior en € siguiente epigrafe se comprueba que la
expresion indicada verifica un gran nimero de las propiedades deseables para un principio de

calculo de prima.

5 Propiedades.

Laexpresion

o AXP" +g(@)l(m|q)
¢ A+l(m|q)

verifica las propiedades 1, 2, 3y 4 de las propiedades deseables para un principio de célculo
de primay para cuaquier distribucion del riesgo F(x T Q).

Dernostracién.- Lo que haremos sera demostrar la proposicién parala clase G, con Qy, Yy

con ello la proposicion estaria demostrada para cualquier clase contaminante elegida, ya que

estaria contenida en laanterior. Para ello observemos que:
HIX] =P, =2, [Ex[x |a]l+ @- 2) € [x fo]

A partir de aqui setiene:
1.

Eq[Ex[X a]l= E[X]P Z:E[E,[X |a]l Z>€[X]
E X [a]® E[X]p @a- 2)x€,[x |q]® @- 2)E[X]



luego:

Z 5E,[Ex[X [a]]+ @- 2) %€, [X |a]® E[X]
2. Puesto que EQ[EX [X |q]]£rX y Ey [X |q]£ ry, Setieneque:
Z %, [Ex[X |a]l+ @- 2)€[X |q]&ry.
3. Paraprobar queH [ X + ¢] = H[X] + ¢, observemos que:

EQ[EX [X +C|q]]: EQ[EX [X |q]]+c,

EX[X+C|q]:Ex[X |q]+c

Luego:
H[X +c] = ZH{E [E. [X |a]]+ ]+ @- 2)4{E [X |a]+c]=H[X]+c.

4. S X;1qYy X, 19 son dos riesgos independientes, se trata de probar que H [X; + X;] =
H [X17q] + H [X2i q]. En efecto:

H[X, + X,]= ZxE, [Ex1+x2 [x1 +X, |q]]
+(1- Z)E[X, + X, |q]
= H[X,]+H[X,]
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