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I. INTRODUCCION.

En la teoria de la medicién de la desigualdad es de gran interés el poder comparar
dos distribuciones de renta y medir el grado de desigualdad de renta entre ellas. Como es
bien conocido, el método mas simple para comparar dos distribuciones es clasificarlas por
sus curvas de Lorenz a través del criterio de dominancia de Lorenz. Pero la ordenacion
generada por la comparacién de dichas curvas es solamente parcial, ya que si dos curvas se
intersecan esta criterio de dominancia no sera valido, en cuyo caso puede usarse alguna de
las muchas medidas de desigualdad conocidas y clasificar las distribuciones de acuerdo con
ellas. Ambos métodos calculan la desigualdad dentro de las respectivas poblaciones y las

comparan.

En este trabajo estamos interesados en evaluar la desigualdad de renta entre dos
poblaciones dadas; es decir, medir la distancia que pueda existir entre dos distribuciones de
renta. Para este fin han sido propuestas en diferentes estudios [Dagum (1980), Shorrocks
(1982), Ebert (1984), Chakravarty y Dutta (1987), Chakravarty (1990)] distintas medidas de

distancia entre dos distribuciones de renta.

El problema de determinar la distancia entre distribuciones de renta no es nuevo. Las
medidas de desigualdad absoluta son un caso especial de medidas de distancia; es cuando

una distribucion de renta se compara con la distribucion igualitaria de la misma renta total.

Comenzamos introduciendo el concepto de funcion de distancia ética, para analizar,
posteriormente, las distintas medidas de distancia aludidas y proponer una nueva la cual

serd estudiada detenidamente.

Para poder entender algunas de las medidas de distancia propuestas en los trabajos
mencionados anteriormente, necesitamos del concepto de renta equivalente introducido por
Atkinson (1970), Kolm (1976a,b) y Sen (1973), Xe, que es el nivel de renta per capita que si se
asignara a todos los individuos de la poblacion permitiria alcanzar el nivel de bienestar de

la distribucidn actual. Esta renta equivalente, xe, vendra dada implicitamente por

W'(Xe.1") = W"(X)



donde 1" es el n-vector de unos; x eR:" es una distribucion de renta de tamafio n y WmR.n
® R! es una funcién de bienestar social (FBS) que satisface las siguientes propiedades:
i) Paratodo neN, Wr es continua.
i)  Paratodo neN, Wn es creciente a lo largo de la linea de igualdad.
iii)  Cada superficie de nivel de Wn, neN, cruza la linea de igualdad.
es decir, que la FBS es regular (ElI concepto de FBS regular puede verse en, por ejemplo,
Chakravarty, 1990, pagina 44).

Al ser Wr regular, x. se puede expresar explicitamente como x.=b"(x). Esta funcion,

bn es continua y es una cardinalizacién especifica de Wn, es decir

W'(x) = W'(y) _ b"(x) ® b(y) _ x * VY,

Asi, un perfil es preferido a otro, con el mismo tamafio de poblacion, si y solamente

Si, Su renta equivalente es mayor.

I1. FUNCION DE DISTANCIA

El conjunto de las distribuciones de renta sobre una poblacién de tamafio n, viene

dado por R:". Consecuentemente, el conjunto de todas las posibles distribuciones de renta es

R = ER

ni N

Consideramos cualquier funcién escalar no negativa d definida sobre R:xR:,
d:R:xR: ® R:!i. Definimos

"mni N dp:R'XR ® R

Asi, la funcion dmn es la restriccion de d sobre el dominio R«mxR.".

Definicion 1;

La funcion d:R.xR. ® R.* es una funcion de distancia ética si y solamente si " m,nl Ny



para cualquier xeR.™, yeR.", se satisfacen las siguientes propiedades:
i) dmn €s continua.
i) Reflexiva: dmn(X,y)=0 si y solamente si las rentas equivalentes de x e y son iguales para
cualquier FBS regular.
iii) Simétrica: dmn(X,y)=dnm(Y,X)

iv)  Desigualdad triangular:
dmn(%,Y) £ dnk(X2) + din(zy) "2zl RS KT N

v)  Principio de poblacion:
dmk,nI(X(k) !y(l)) = dm‘n (X, y), " k,l T N

donde XM = (Xi,.o,XtyeeesXimyerrsXm)

k k

Las propiedades ii) a iv) son las usuales de una medida de distancia; la v), que es
paralela al principio de poblacién de Dalton, nos dice que la funcién de distancia es

independiente del tamafio de las poblaciones.

I11. DISTINTAS MEDIDAS DE DISTANCIA

Dagum (1980) propuso dos indices a los que llama razones de distancia econémica

gue reflejan el grado de riqueza o bienestar de una poblacion relativa a otra.

El primer indice de Dagum, d° se define como sigue. Sean dos distribuciones de
renta xeR™ e yeR" y suponemos que x tiene una media mas alta. Dagum selecciona x como
una clase de distribuciones de referencia y examina las rentas en la otra distribucion. Si x e y
contienen valores no comunes, entonces d° se define como:

m

é.é. r(Xi'yj)

i=1

1
0 —
dm,n (X’ y) - mn

[y

donde r (.) es una funcién indicador con la propiedad



1 si z>0

p(2) =
0 si z<0

do° tendrd, en general, una discontinuidad de salto correspondiente a cualquier par de
distribuciones que, o tienen una media comun, o contienen al menos un valor de renta

comun.

Shorrocks (1982) demostré que d° viola las propiedades reflexiva y desigualdad

triangular que toda funcion de distancia debe de verificar.

Como una alternativa a d°, Dagum propuso un segundo indice, que en términos de

nuestra notacion anterior viene dado por

m

1 54
m(%y) = ajezl(xi-y,»)r(xi-y,»)

=1j=1

=L PO -
= S(Mm-m)+- e&ell)(i_le

Shorrocks observo que como medida de distancia econdmica d! es una mejora de d°.

Satisface la propiedad de desigualdad triangular pero la reflexiva sigue sin cumplirse

1 1 2 2 X

i=1 j=1

donde G(x) es el valor del indice de Gini para la distribucion x, que sera positivo a menos

que xi=ny, para todo i.

Asi, d° y d! tienen un gran nimero de inconvenientes para ser tratadas como

medidas de distancia econdmicas.

Shorrocks argumento que para reflejar el grado de riqueza de una poblacion relativa



a otra se deberian comparar los niveles medios de bienestar de las dos poblaciones usando
alguna FBS. Propuso como distancia econdmica entre dos distribuciones el valor absoluto de
la diferencia entre las rentas equivalentes de cada distribucion:

dmn(%y) = |bX)-b®) " xyl R

donde, b es la funcion de renta equivalente. Esta medida de distancia esta bien definida y es
continua para todo par de distribuciones x e y bajo las condiciones usuales impuestas sobre
la FBS. Es también no negativa y satisface las propiedades que deben acompafar a toda

funcion de distancia.

Ebert (1984), siguiendo la propuesta de Dagum, presenta una clase de indices
estadisticos de distancia entre dos distribuciones de renta. Estos indices se basan en
funciones de distribucién y la clase se obtiene por una aproximacion axiomatica que esta
completamente caracterizada por las propiedades asociadas normalmente con una funcién
de distancia y por un conjunto de axiomas adicionales que exponemos a continuacion.
(Ebert realiza una sustitucién en la propiedad reflexiva sefialada en la definicion 1, por una
mas fuerte: dos distribuciones son idénticas si y solo si las inversas de sus funciones de

distribucién coinciden).
Axioma 1: Homogeneidad lineal
"mnl N,"xT R","yl R, yparatodo escalar | >0

dmn(IX1Y) = 1 dma(x,y)

Axioma 2: Invarianza por traslaciones

"mni N,"xT R", "yl R
don(X+a 1™, y+a1") = dun(X,y)

donde a escualquier escalar tal quex+a 11 R, y+a1'l R

Estos axiomas implican que las medidas de distancia son medidas absolutas. El primero de



ellos nos indica que dm, varia en la misma proporcion en que lo hace x e y; el segundo
afirma que algunos tipos de modificaciones simultédneas de x e y no afectan a la medida de

distancia.

De este modo la clase de medidas de distancia propuesta por Ebert, tiene la forma:

ay) = [§IFEW-Frl o], r3 1
Q

siendo las distribuciones de renta x e y variables aleatorias no negativas cuyas funciones de

distribucion vienen representadas por Fx y Fy, respectivamente.

En el caso discreto, y denotando por X' e y' cualquier permutacion de las variables x e
y, de forma que se verifique que x'Exi+1' € Yi'fyi:1', la clase de indices propuesto por Ebert,
para m=n, es

1/

| Xi¢ - yi¢|rL,J
u

Be

[ _ 1
m,m(X,Y) - el m

La propiedad reflexiva de una funcion de distancia para esta clase de indices nos diria que
la funcion de distancia toma el valor cero si y solamente si las funciones de distribucion
inversas coinciden. Sin embargo, las rentas equivalentes pueden ser iguales incluso si las
funciones de distribucion inversas no coinciden. Pero como se esta interesado en medir la
distancia entre el bienestar medio de dos poblaciones, la propiedad reflexiva parece ser una

condicion totalmente razonable.
dma'(Xy) es la r-ésima media de las diferencias absolutas de las funciones de
distribucion inversas. Estas medidas poseen las siguientes propiedades adicionales:
) dhm(x+a.ln,X) = a, "al R"xI R"
i) dhm(x,0.1,) = M, con M lamediadex " x1 R"

X

iil) din(M.1n,M.1,) = [M-m| " m mi R



Cada medida de distancia dmq"(X,y) se puede usar como una medida de desigualdad.
Por ejemplo, podemos usar dmq"(X,m.1m) el r-ésimo momento central de X, para medir la
desigualdad en una poblacion. Tomando r=1 y r=2, Ebert obtiene dos medidas de
desigualdad absolutas bien conocidas:
i) La desviacion de la media de x:
N 1 &
dm,m(X,mxalm) = — a |Xi - mxl
m -

ii) La desviacion estandard de x:

1

é1y V2

d2n(xM.1) = a—a Ix - mf g
e mi-; ua

IV. UNA NUEVA MEDIDA DE DISTANCIA.

Continuando la linea seguida por Ebert, proponemos una clase de indices
estadisticos de distancia entre dos distribuciones de renta. Esta clase de medidas se estudian
en el caso discreto y se basan en diferencias de las variables respecto a sus respectivas

medias.

Sean X=(X1,X2,...,.Xn) € Y=(Y1,Y2,..,.¥n) dos distribuciones de renta de igual tamafo
ordenadas de forma creciente, es decir:
Xi£ Xi+1 "i=12,....,n-1
VieVi+1 "j=12,....,n-1
La clase de medidas de distancia que proponemos tiene la siguiente expresion:

¢ 1 up
a —[ix-mP - 1y-mpP|g
i=1 u

din(X,y) =

D> D

donde m y my son las medias de las distribuciones de renta x e y respectivamente.

Esta familia de medidas satisface todas las propiedades requeridas para ser una
funcioén de distancia ética, salvo quizas la reflexiva, que para esta clase de indices nos diria

gue la medida de distancia toma el valor cero si y solamente si las diferencias de las



variables respecto a sus medias respectivas son iguales.

Como comprobamos posteriormente nuestra funcion de distancia verifica
igualmente los axiomas adicionales propuestos por Ebert, lo que implica que las medidas de

distancia son medidas absolutas.

Axioma 1: Homogeneidad lineal

"nI N, "xyl R yparatodoescalar| >0

SR

Sk

p 0
de(xIy) = ad@ = [ x-1mP - Ly -1 mP| g =1 dBaxy)
i=1 u

D> D

Axioma 2: Invarianza por traslaciones

"ni N, "xyl R
1
éd 1 up
din(x+al',y+al) = éé,; | Ix+a-(m+a)f - |y+a-(m+a)lf | g = dh(xy)
€i=1 u

donde a es cualquier escalar tal que
x+al' 1 R!, y+al1'l R!
De esta forma cada indice de distancia dnnP(X,y) se puede usar como una medida de
desigualdad absoluta. Al igual que la clase de medidas definidas por Ebert, si p=1y p=2,
usando dnP(X,m1") obtenemos dos medidas de desigualdad absolutas muy utilizadas:

a) La desviacion media de Xx:

1 . g 1
dn,n(X,mxl) = a E |Xi - mxl
i=1

b) La desviacién estandard de x:

1

V3
|Xi - rnxlz L,J
u

S|

d2,xm1") = aa
i=1

D> D

Finalmente vamos a aplicar al estudio de la distancia entre dos distribuciones de
renta la métrica generalizada de Minkowski, cuya expresion es para dos distribuciones de

renta Xx=(X1,X2,...,Xn), Y=(Y1,¥2....,yn) de igual tamafio y ordenadas de forma creciente:

1

éd up
dia(xy) = Kaa w (x-Y)" g p31
=t u

i=1



donde K es una constante y w; un factor de ponderacion.

Esta métrica verifica las propiedades exigidas en la definicion 1 para ser una funcion
de distancia ética, asi como los axiomas de homogeneidad lineal e invarianza por
traslaciones propuestos por Ebert:

a) Homogeneidad lineal:

1

de(Ixly) = KEA w (I x-1 ¥ g =1 dixy)
i=1 u

D> D

"nIN,"1>0,"xyl Rl

b) Invarianza por traslaciones:

1

dh.(x+al,y+al) = K W (x+a-(y+a)) ép = dh(xY)

DD O
Qo5

1

"nl N,"xyl R
Ademas, para p=1, wi=i y K=2/{n(n-1)}, obtenemos

a i(x-m)

1 m1) =
dn,n(x’ Xl) n(n-l) i=1

gue es precisamente el indice de desigualdad absoluto de Gini
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