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|.- INTRODUCCION.-

Existen diversos méodos que permiten construir Distribuciones Discretas
Univariantes que generalizan los Sistemas de Pearson. El més conocido consiste en

variar los coeficientes de lasiguiente Ecuacion en Diferencias:

G(r). fpyqy- L(r). fr =0 riz™) *)

siendo L: Z* 34® R -G Z% 3@ R- {0}
funciones cualesquiera.

Se sabe por diversos autores, ques L y G son determinados polinomiosen r,
entonces las Funciones Generatrices de Probabilidad asociadas a las soluciones de la
ecuacion (*) vienen expresadas por Series Hipergeométricas.

Concretamente, s en la Ecuacion en Diferencias (*) tomamos las funciones
L y G como los polinomios:

G(r)
L(r)

(g+r)(r+1)

(a+r)(b+r).l )

se obtiene la siguiente Ecuacién en Diferencias:
(g+r).(r+1).f,,q - (@+r)(b+r).l.f, =0

con a,b,g!l T R{0} y gl Z.



Dicha Ecuacién en Diferencias, da lugar a una Familia de Funciones que
pertenecen a Sistema dado, y que es conocida como Familia de Distribuciones
Discretas Hiper geométricas.

Para la obtencion de las Funciones de Cuantiay de las Funciones Generatrices de

Probabilidad de esta Familia, necesitaremos utilizar Funciones Hipergeométricas,

concretamente la Funcién Hipergeométrica de Gauss:

¥ [a],[b] o
oFi(a,b,g;2) = ngo%%

con zI C; a, b,gl1 C [/ gt o -1,-2 ..;
sendo [a], e simbolode Pochamer o coeficiente hipergeométrico, tal que
[a], = ala+1)....(a+n- 1 y [a], =1

LaFuncion de Cuantia f, Solucién del Sistemavienedadapara r=0, 1, 2, ...

por:
[a], .[b], 1" 1
fr = fo. , con fg = ( 0 I)
[gr .l 2Fla,b,g,
Andogamente se tiene, que la Funcién Generatriz de Probabilidad viene dada
por:
o) = ,Fla, b, g, I
oFla, b, g, ]
Un caso particularmente interesante para resolver el problema que nos ocupa, se
obtiene haciendo | =1 obteniéndose entonces una Subfamilia de la anterior Familiade

Distribuciones Discretas Hipergeométricas, conocidacomo Subfamilia de ORD.




Parala Subfamiliade Ord laFuncién de Cuantia ser&

[a]l’ ' [b]r 1
fr = fo.35—— con fg= ———
[g]r 1l 2F1(a,b,g,1)
y la Funcién Generatriz de Probabilidad viene dada por:
_oR[a b, g 1
,Fla, b, g, 1

Es (til para e estudio de esta Subfamilia recordar que:

o = QST

8 ['n]r'[b]r _ [g' b]n
2R[-n b g 1 = a o it [d]

11.- GENERACION.-

A continuacion vamos a generar la conocida Distribucion de Polya a partir

dela Ecuacion (*) como un caso particular de la Subfamilia de ORD.

Vamos a sustituir en lospolinomios G y L (**)

N
a=-n b=+ g=1-n-

N
TZ con N=N;+N,

esinmediato que tendra rango finito porque r>n fr =0 luego

& N N, O
ZFl(a1b1g1 ) = 2F18- n,Tl,l- n- Tz,]_g:



éNqu é N Niu € N U
5 [_]r'écq él'n'c'cén g~ N ¢
- a% Nou . é Noo & N 0
r=0 2 2 2
al- n- —=z.r! al- n- —= al- n- —=¢
@1 cl @1 cd c
e " Nyu
1 c g
perocomo  fg = —7—= entonces fo == N
2Fi(a,b,g.) e . N
cH,
y por tanto la Funcién de Cuantia se podra expresar como:
e N, U éN,u
ol # " e Flcgcs
r — 1Ip- [ = NI N =
of vt & NUTE  NpO
' @1 n cl @1 n cH '
é N u éNqu
D' A-n- 24y st
_wo( )gl C q,]_réCq,_
T &g & NG )
g " cd
r%'ff:'l N, Ozl Ny 0
(-)'¢ O 1+r-n- —=+kxcO —+j=
_aad k=0 ¢ zgj—o C g
T &g _~ I )
go 1-n- —+i=+
2 p



a8 L-1N veezl N, O
(-07(-9™ rg O 2+n-r-1- k—go —+ =+
- ?9 k=0 ° 2ej=0 g
(-1)”80 N+I‘1— 1- i+
1=0 a

a|-L-1 0aesl 0
ON2+Ck ON1+CJ—
k=0 j=0

_ mg Cn-r Cr _
" &g a8l 0 -
go N +c.i+
i=0 (4]

Cn

a|-L-1 Oae-1 0
ON, +ck= gO N1+Cj—
anoe k=0 7]
8rz aeal 0

N +c.i+
&—O +Clﬂ

_ @0Np(Ny+c). ... (Ny+(r- 0¢)-No.(Np+¢). ... (Na+(n-r-1c)
= &5 N.(N +¢). ... (N +(n- 2)c) B

gque como se puede apreciar facilmente es la Funcion de Cuantia de una variable
deatoria de Polya con composicion inicill Ny y Np, con N=N;+N,, vy
sendo n lasextraccionesredizadas, c lacantidad areponer del mismo tipo que €

extraido y r lacantidad que queremos que sea del tipo estudiado.



I1l.- GRAFICAS.-

Ny

S hacemos C = 0 obtendremos la Distribucién Binomial siendo p= N -

woNr Nn r

= Gt = Sl ol

Dibujemossu gréfica para p=03 y n=20
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S hacemos C = - 1 obtendremos la Hiper geométrica de pardmetros N, N1, n

Ny! No! a1 Oal - N10

f _aagvl(,l.vl(,;r_ nt (Np- r)U'(Ng- n+r) 8rg8 n-r g
" &g vy rin-r)! N! o
(N - n)! 8n,'3

Dibujemos su gréficapara N =80, N; =24 y n=10.
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Si hacemos C =1 obtendremos la Distribucién Hipergeométrica Negativa de

pardmetros N, N1, n.

(Ng+r- 21 (Np+n-r- 1)

- aegvl(l1+r-l'vl<|;-lr-n-r-l B n! (Nl' 1)! . (NZ ) 1)! ,
= &g Viin. 1 “rli(n- )" (N+n- 2! :
(N- 2!
alNg+r-10aN - Ny +n-r-10
. r g n-r @
r- o +n- 10
n g
Dibujemossu gréficapara N =10, N; =3 y n=10.
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Dibujemos una gréfica genera de la Distribucion de Polya para ¢>0, con

los siguientesvaoresde los pardametros:.  ¢=3, N =10, N;=3 y n=10.
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Finamente, dibujemos una gré&fica general de la Distribucion de Polya para € <0,

con los siguientes valores de los pardmetros: C=-3, N =80, Ny =24 y n=10.
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V.- MOMENTOS.-

A partir de la Funcion Generatriz de Probabilidad obtendremos los
Momentos masimportantes. Dada
4 L]r-[b]r_t,
)= ,FRla, b, g ] _ 10 o], r!
oFla, b, 9,1 ,F[a b, g 1

tendremos que

{ ) o, g Bl an
1) = r=1 [g]r.(r- r _ r=0 [g]r+1. re _ 9 r=0 [9+]]r. rl
oFla, b, g1~ ,FRla b g ] Fla, b, g 1

QoK

de donde
ab ¥ [a+1] [b+]
q)) = 0% [oHn agszl[anl b+1g+11 )
g oFla, b, g, ] ,Fla, b, g, 1 -

9 dg-adgb _ ab _ab
= didgan) Cgoa-bi- i d79rarhel
dg-a).dg-b)



and ogamente
ab % [a+1]r-[b+1] -1 ab % [a+]-]r+1'[b+1]r+1 r
—=a oy tf —=.a t
o= &l a0 o,
,Rla, b, g 1 oFla, b, g, 1
a.b (a+1)(b+1) ¥ [a+2], [0+2], "
9 9t s [g+.rt
- 2F]_[a7 b7 g7 1]
de donde
ab (a+1)(o+1) ¥ [a+2,[b+2
97 gl 5 g+t
gm(l) B ZFl[a’ b1 g, 1] B
a.b (a+1)(b+1) E
g g 2 la+2, b+2 g+2 1 )
- 2F1[a’ b’ g, 1] -
B a.b(a+1.b+1 _ab(a+(b+]
"~ (g-a-b-1(g-a-b-2 d(d- 1)
Como

ElXI=g%);  E[x?Z=g¥D)+g%) ValX]=g%1)+g%D)- [g11)]

La Esperanza Matematica y la Varianza de las Distribuciones pertenecientes a este

Sistema vienen dadas por:

a.b

E[X] = =— ; var(x) = a.b.(a +d).(b +d)

d2.(d- 1)

con d=g-a-b-1, semprequeseverifique que g>a+b+3

Asi pues, como estamos ante un caso particular de la subfamilia de Ord, tenemos

que su Esperanza y Varianzavendran dadas por:



10

( r\)*N1 N

Elx] = 22 - € : E[X] = ny

d N, Ny N
1-n---n)- -1

N N N o} N 0
(—n).l.g—n—z—l—lﬁ—n—2—(—n)—1+
c c cC c 7
Var(X) = N N, & N N
o)
?-n—z-(—n)—1—1+.§—n-2—(—n)-1—1— 1+
c C @ c c
Nige  Noe Nao
(-n). C .?n— cdé c g n.N1.N»(N +nc)
NN 8 N4.(N +c)
coé c o
&t

gue evidentemente coincide con los resultados que conocemos para esta distribucion.
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