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RESUMEN

En este trabgjo se generalizan ciertos resultados clésicos de la Teoria Econémica del caso
finito a infinito numerable. Se define € esquema infinito de Leontief cerrado y se demuestra que
mientras ciertos resultados relevantes son trasladables a infinito, otros no lo son. Asi, se demuestra
que la matriz tecnoldgicaadmite autovalor maximo igua a 1, por lo que existe un vector de
cantidades no nulo. Sin embargo, ponemos en evidencia la existencia de posibles matrices

tecnol 6gicas paralas que no existe vector de precios distinto del (0,0,...,0,...).

TERMINOLOGIA, NOTACIONES Y RESULTADOS PRELIMINARES

Sea ly € conjunto de las sucesiones de eementos de K (K=R6C),
X= (X1 yeeey Xn o-o.) tAlES QUE SUR Y Y2< +¥ .

Con lanorma¥X ¥2= sup ¥4 ly esun espacio de Banach.

Sea A = (a;;) unamatriz infinita con coeficientesen K; i T N, jT N; i indice delafila, j
indice de la columna.

Denotamos por (ly, ly) € conjunto de las matrices A que transforman un elemento de ly en

uno dely:

Entonces: (Maddox, teorema 2-6, p. 10)Al (ly,ly) S y s6lo s sup. é laj|<+¥.
i

“X=00)1 Iy,

N o
1Yi=a A exise
|

TY:(yJ)I |¥

Con las operaciones habituales de sumay producto escdar, (ly, ly) es un espacio vectoria



sobre K; por otra parte, e producto esta definido, es asociativo y admite la matriz infinita identidad
| como elemento neutro.

Se demuestra que (y, ly) esun espacio de Banach con lanorma

|Al= sup, & lal
J

y que¥A . BY2E YAY2. YBY2y luego (y, ly) esun agebra de Banach con unidad (Ref. 8).
Por otra parte, paratodos AT (ly, Iv) y XT Iy setiene YA X V£ YAYLYX Y (ref. 8) (e

simbolo || || tomado en |os espacios correspondientes).

S AT (ly, ly), Aes pues un operador lineal continuo ddy enly.

Un niimero complgio | esun vaor regular de As | | - A tieneinversaen (ly, ly). Los
nimeros complejos | que no son valores regulares de A se denominan valores espectraes y €
conjunto de estos valores es €l espectro deA, S, (A).

S| T Cesta qued nicleodel |- Ano sereduce acero, | esun valor espectral de Ay
tales val ores espectrales se llaman valores propios de A; en ese caso, todo vector X1 Iy no nulo en
el nicleo del | - Asellama vector propio asociado a valor propid .

Para | valor propio, cero y d conjunto de vectores propios asociados forman un
subespacio vectoria cerrado de ly: € subespacio propio de A asociado a vaor propio | . S en
particular] T R, hablaremos de valor propio real y subespacio propio redl.

Sea E un espacio métrico completo, unaaplicacion j : E —, E sedice que es contractiva
enEs $z1T R, 0£z<1 td que" XT E y " YI E setiened(_(X), _(V)£zd(XY).

SedicequeX” espuntofijodej sij (X)=X".

El siguiente resultado es bien conocido:

En un espacio métrico completo E toda aplicacion contractiva j admite un punto fijo
nico X'. Ademés, " X1 E, lasucesion Xo, X1 =] (Xo),eoes X0 = _ (%pa),... CONVErge ax .
INVERSIBILIDAD EN (k, Iy )

TEOREMA 1

SeaB 1 (ly,ly) paraqueB seainversibleen (y , Iy ) esnecesario y suficiente que exista
AT (v, Iv), Ainversibley tal que| I.- A*B| <1.

Ademés, sea F: (|¥, |¥) _® (I¥, |¥)
definida por: F (X)=A'+X-A'BX

entonces" XoT (ly, ly), lasucesion:



Xo X =F (X0),e, X =F (K1),
converge aB™ . Demostracion: (Ref. 8).

Este teorema nos sera de gran utilidad para generdizar a caso infinito (cuando €ello sea
posible) resultados bien conocidos relativos a matrices cuadradas no negativas. Por otra parte, nos
permitird estudiar lo que llamaremos “Esquema infinito de Leontief cerrado”. En € estudio del
sstema de Leontief abierto, la condicion suficiente del teorema nos lleva a postulados
excesivamente restrictivos del punto de vista econdmico (Ref. 9). A continuacion se demuestra un
resultado que nos permitird estudiar € sistema abierto en condiciones muchismo menos
restrictivas.

TEOREMA 2

ParaqueAT (ly, ly) seainversibleen (y, ly), es necesario y suficiente que existanB

~ _ -1 No
inversibleen (Iy, Iy) ynol N, ng3 ltaleﬁque—(I B*A)*_< 1.
DEFINICION

Seaf i) =AT (ly, ), diremos queA es de diagonal dominante si:
a$_T R _>0td queinfila“|: e>0
L1 o
Lzlail® alal
b)$z1 R, 0£z<1,ta que i
DEFINICION

SeaAl (ly, ly). Diremos queA es de Leontief Si:

TEOREMA 3
S AT (ly, ly) es de diagonal dominante, A es inversible en (ly, ly). Si ademés A es de
1
L eontief, entoncesA™ 3 0y los ementos diagonalesb;; de A' sontalesque b, 3 —.
i
AUTOVALORES DE UNA MATRIZ INFINITA NO NEGATIVA
A continuacion se generalizan a caso infinito ciertos resultados bien conocidos para las

matrices cuadradas no negativas.

TEOREMA4

SIAT (Iy,ly) yA3 0, entoncessi| esautovalor deA, setiene¥d £ YAY;



TEOREMAS
a) Sea Al (ly,ly), A3 Oy ta que
¥
n I,é, a”: a:_A_
j=1

1=(11,...1,...) como autovector.

Entoncesa es autovalor real maximo de A que admite
b) SeaAl (ly,ly),A3 0yl T Cta que¥d ¥%>YAYz Entonces, ( | - A) esinversible,
b, s —.

(4 ¥l - A3 0y, ademés, s ponemos ;) = (4 ¥4 - A, by; estal que CoAr

En € caso de una matriz cuadradafinita A, es bien conocido que det (A) = det (‘A) y luego,
dado que los valores propios son las raices de la ecuacion caracteristica:

det(l 1-A=det( I-'A=0

es claro que los autovalores de A son los mismos que los de ‘A 'y, en particular, Ay ‘A tienen
mismo autovalor maximo.

Para matrices infinitas la propiedad anterior no es cierta, como muestra € siguiente

contragiemplo.
Sea
aal 1 0 0 _ %
C +
¢co 1120 _ =
C +
A=¢c0O 0 1 1 0 _~+
G i
- - - - - =
(; -
e _ _ _ _ ®
" i setiene que
S
aai,:z
=1
y luego (teorema 5),I = 2 es autovalor méximo deAqueadmitelz (11...1,...) como

autovector asociado.

Latraspuesta deA es.



O P P O

O R, P OO

Rk P O O O
[

yl =2noesautovaor de'A, pues, s lo fuera, tendriamos$ x 1 1y ,x1 0y 'Ax = 2x; es decir:
X1 =2% P x=0
X1+X=2%b %=0
Xo+X3=2X%P %3=0
Ya Ya Ya Ya Ya Ya etc.
dedondesededuce x; =X =%4 = %, =% =0.
Ello significa que es preciso tener especia cuidado cuando se intenta aplicar a matrices
infinitas resultados conocidos (por clasicos que éstos sean) relativos a matrices finitas.
Ademés, | =1 también es vaor propio deA que admite como vector propio
1,0, ...,0,..), como se comprueba inmediatamente y, sin embargo, | = 1 tampoco es vaor propio
de'A, apesar de que;
® 0 ... 0
200 .. .-
60 1 0 .. .7

&:

-6

YA- |

Q'

no esinversible.

Paral = 2 consideremos la matriz:

el 0 .. 0 .0

mediante cal cul os sencillos se comprueba que la matriz:



al 0 0 _ 6

(; =

¢l 100 =
T:ti.:(; =
() cl 110 =
g =

e 4]

esta queT (21-'A) = (21 -'A) T =1, lo que ocurre es que, evidentemente:
[o]
sup A [t|=+¥
i
porloqueTl (ly,ly).

La situacion paral = 1 es bien distinta, pues resulta evidente que 'A- |, ain no siendo

inversible, si esinversible por laizquierda, admitiendo por inversa por laizquierdala matriz

® 10 ... .0
.01 0 . .
=)= 00 1 .. .*

SRR B

como se comprueba inmedi atamente.

Como conclusion, | =1y | = 2 son valores propios de Ay son valores espectrales de 'A,
pero no valores propios de esta matriz. De todos modos, setiene e resultado general siguiente:
TEOREMA 6

S AT (ly, ly) esta que "AT (1, | y), entonces A y ‘A tienen los mismos valores
espectrales.

TEOREMA 7

Todamatriz A no negativa admite un valor espectral maximo real 5, No negativo. a esd
extremo inferior del conjunto:
TA) ={al R/@M %l -A"'30 paatodo | ,%4 %l (a+¥)}
lim! .= |

Paratoda sucesién de nimeros reales (1 ) tal quel ,>1 y 1@®¥ , Setiene que

Ilm_(l nl - A)-l_: +¥

n® ¥
En @ caso finito todo vaor espectral es vaor propio, por consiguiente se obtiene para

matrices positivas, € valor propio red maximo (Perron-Frobenius) como € extremo inferior del

conjunto T (A) definido en €l teorema 7.



Para matrices de (ly, ly) hemos obtenido que € valor espectra méaximo (en médulo) es un
nimero real no negativo, pero éste no es necesariamente vaor propio. Se plantea entonces €
problema: ¢como caracterizar las matrices infinitas no negativas para las que en vaor espectra
maximo (que es real) sea valor propio?

TABLA DE TRANSACCIONES

Sea N € conjunto de los nimeros naturaes. Identificaremos con N & conjunto de
industrias que intervienen en e sistema. La tabla input-output correspondiente reflgja los
intercambios entre las distintas industrias:

S g eslacantidad fisica de lamercancia i que vaaparar alaindustria j y p eséd

precio correspondiente, la tabla de transacciones puede representarse:

OUTPUTS
INPUTS Industria 1 Industria 2 Ya Industriaj Ya
(sector final)
Mercancia 1 Qu Pz O P1 Qij P1 Ya
(sector final)
Mercancia 2
Ya: Y Ya
Mercanciai i1 P1 iz P1 Qi P2

En cadafila i aparecen cantidades q; j homogéness, pues se refieren ala misma mercancia
mientras que, en la columna j, aparecen cantidades q; j referidas a mercancias distintas. En todo
caso, fijado un vector de precios p = (P1,Pa,....Pn.--)l Iy Yp3 0, cada p; q; representael valor de
lo utilizado por laindustrigj de laindustriai.

“Dado d caracter puramente contable de la tabla, la suma de los elementos de cada fila

seraigua alasuma de los de la columna correspondiente” (Pasinetti, p. 68), es decir:

¥ ¥
(*1):a p g;=a P«qy
=1 k=1

PLANTEAMIENTO EN TERMINOS DE SISTEMAS DE ECUACIONES

Supongamos que se verifica (*) y pongamos

S
Qi =ag;
i=1



la cantidad total producida (en un periodo de tiempo) de la mercancia i; se tienen los dos sistemas
de identidades:

_i_ Oy Pyt Oy P+ 40y, P+---= QP

| )

i :

5_1_1::%: q,p,+0q, p2+...-:|- q.p+--=Qp

i
:
I
T

0 bien, teniendo en cuenta (*,):
_i_ Oy Pyt Uy P+ 4G P+--= Q Py
| )
i :

S-1-2::%: qy P+ 0, p2+....f. q; p+---= Qj P,

i
i
I
T

_ qij o . .. L

Pongamos a;= = asi, los &; aparecen como las cantidades fisicas de la mercancia i

Q

gue es necesaria para la obtencién de una unidad de mercancif

Sustituyendo y simplificando convenientemente se tienen |os sistemas:

1 anQ+ apQ,+--+a,Q+--= Q,
|

i anQ+anQ,+-+a,Q,+-=0Q,
: .

-I- .
S' 1' 3: i an1Q1+ an2Q2+' -+ aann+' = Qn
i :

~



au Pt anpP,t---= P,

an p1+ ax» p2+"': pz
S-1-4 :

— " ——— — —

 Aan p1+ aAon p2+"': pn

—_——

los &; son lo que se denomina coeficientes de produccion. S para una unidad determinada de
tiempo los a; permanecen constantes, diremos que & proceso de produccion tiene rendimientos
constantes a escala.

EL ESQUEMA DE LEONTIEF CERRADO

Los sistemas (S-1-3) y (S-1-4) pueden escribirse:

@d-au -ae - -an ----08n0 880
g- azn l-a» --- -am - :ng_ go_
S-1-5¢ : : : G T=CrF
¢ 2o

SIS ) =

o mas simplemente (I - A) Q =0; o e correspondiente alos precios, §1-4):

S-1-6:(1-'AP=0
en donde ‘A denota la traspuesta de A y en donde, por propio significado econdmico, los &3 0
vienen dados (“tecnologiadel sistema’), Q; (incdgnita) representalamercancia i y p; (incognita)
representa el precio de lamercancig.

Supongamos que se verificala hipétesis de rendimientos a escala constante y que € sector
fina recibe un tratamiento igual que unaindustria cualquiera, es decir, la primera fila se considera
representativa de los outputs entregados a las otras industrias, mientras que la primera columna
representa los inputs recibidos. Se supone también que no hay inversion neta; sdlo se pretende
reemplazar los medios de produccion consumidos en un intervalo de tiempo del proceso productivo.

A un sistema de este tipo es alo que se llama“ Esquema de Leontief cerrado

SOLUCION DEL SISTEMA DE LEONTIEF CERRADO
Obviamente, |os sistemas:

(S-1-5:(0-AQ=0

(S-1-6):(-'AP=0

admiten como soluciones las trividles Q = 0y P = 0, respectivamente, pero dichas soluciones non

9



tienen significado econdmico. Es preciso, pues, investigar la existencia de soluciones positivas

distintas de latrivial.

TEOREMAS8

S e sistemaesta que € vectorQ = (Q1, Qa,..., Qn,...) definido enl - 1 - 1, verifica

ja)$el A,e>0__tal_que__infiQ =e
%b)supiQi =M< +¥

Entonces la matriz

A= (@)= o

I-I- O

]

N

admitel = 1 como autovalor maximo.
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