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|.- INTRODUCCION.-

Existen diversos métodos que permiten construir Distribuciones Discretas
Univariantes que generalizan los Sistemas de Pearson. El més conocido consiste en

variar los coeficientes de lasiguiente Ecuacion en Diferencias:

G(r). fpyqy- L(r). fr =0 (riz*h) *)

siendo L: Z* 3%® R -G Z% 3@ R- {0}
funciones cualesquiera.

Se sabe por diversos autores, ques L y G son determinados polinomiosen r,
entonces las Funciones Generatrices de Probabilidad asociadas a las soluciones de la
ecuacion (*) vienen expresadas por Series Hipergeométricas.

Concretamente, s en la Ecuacion en Diferencias (*) tomamos las funciones
L y G como los polinomios:

G(r) = (g + r)(r +1)

L(r) = (a+r)(b+r).l )

se obtiene la siguiente Ecuacién en Diferencias:
(g+r).(r +1). fr4y - (@+r).(b+r)l.f, =0

con a,b,g!l T R{0} y gl Z



Dicha Ecuacion en Diferencias da lugar a una Familia de Funciones que
pertenecen a Sistema dado, y que es conocida como Familia de Distribuciones
Discretas Hiper geométricas.

Para la obtencion de las Funciones de Cuantiay de las Funciones Generatrices de

Probabilidad de esta Familia, necesitamos utilizar  Funciones Hipergeométricas,

concretamente la Funcién Hipergeométrica de Gauss:

¥ la],[b], 2
oFi(a,b,g;2) = néo%-%

con zI C; a, b,gl1 C [/ gt o -1,-2 ..;
sendo [a], e simbolode Pochamer o coeficiente hipergeométrico, tal que
[a], = ala+1)....(a+n- 1 y [a], =1

LaFuncion de Cuantia f, Solucién del Sistema viene dada parar =0,12,...

por:
[a], .[b], 1" 1
fr = fo. con fg =
Andogamente se tiene, que la Funcién Generatriz de Probabilidad viene dada
por:

Fla, b, g, It
glt) = 22F11[[a’ b, gl ]]




11.- GENERACION.-

A continuacion vamos a generar la Distribucion Aritmético Geométrica a partir

dela Ecuacion (*), paraello sustituimosen lospolinomios G y L (**)

L _1 _
a=gq+1 b =1 9= | =¢
1 .u
1 o % A+1Q'[]]r
= ~— - r —
2F1(a,b,g,|)—2|:1§a+lld Cg a4 10 ] .c" =
@dg

$
=a : : :
r=0 i r=0 r=0
d

pero suponiendo 0<c<1

& & § 1 8 1 &
arcr=ac+a(r-dc'=—+arct=—+carc
r=0 r=0 r=1 1-c r=0 1-c r=0
luego
¥ ¥ ..
o 1 o 2l 02
(1-cJarc"=— P aArc =¢—=
r=0 1-c r=0 -Cg
asi pues:




1 (1-9%

erocomo  fg = —F——  entonces f
P °" ,Rabgl 07 1+d-c

y por tanto la Funcién de Cuantia se podra expresar como:

fal, [b] (102 o ]q“]
ol .rt 7 Ti¥d-c éLa

_(1-92 gi”g

_ (1-0)°
“1+d-c 1 o = Wrrd g e
d
2
1-
fo = (1+r.d)b.c’ con b:1(+dC)_ C

Estudiemos a continuacion las restricciones que deben cumplir los

pardmetros C y d para que f, sea Funcién de Cuantia.

¥
[0}

Por laformade construccion, esinmediatoque a f, = 1.
r=0

Como ademés sabemosque 0<c<1, paraque f, 3 O

(1-02
1+d-c

f,30 b (1+r.d). 30 b

b (1+r.d30 U 1+d-c>0) U (1+r.dfo U 1+d-c<0

De la primera parte de la disyuncion obtendriamos: d3 0, y dela segunda

llegariamosaque 1£ 0 para r =0, por tanto no podria verificarse.



Como se puede apreciar facilmente  f,  esla Funciéon de Cuantia de una

variable aleatoria cuya distribucion es Aritmético Geométrica con a, =1+r.d la

patearitmética y b, =h.c” laparte geométrica.

l1l.- GRAFICAS.-

Se demuestra analiticamente, que la funcion

— (1'C)2 X. T
f(X) = (1+dX)m.C . XI' R
. . . 1 190
asociada a f, presentaun M&imoen e puntodeabstisa X=-¢—+—5= d?1 0.
L.c dg

Para conseguir que e Maximo sea apreciable al representar  f,  se debe verificar la

sguienterelacion.. ¢ > e 9/(d+1)

Pasemos a representar esta Funcion de Cuantia para algunos valores concretos de
los parametros.
(1-9?
1+d-

C.Cr tomamos d =0, tendremos:
f. = (1-0.c"; O<c<1

|- Sen f = (1+r.d)

gue como sabemos es la Funcién de Cuantia de una Distribucion Geométrica.

Por gemplo, para  ¢c=05 lagréficadelaFuncion de Cuantia seria
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Para Cc=09 lagréficadelaFuncién de Cuantia seria
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Observemos que en ambas gréficas no se aprecia extremo aguno, como era de

esperar por ser d =0.

A2
Il.- Sien f, = (1+r.d)%:.cr tomamos 0<d £1, tendremos:

Paa d =05 c¢=06 lagréficadelaFuncionde Cuantia seria

0.1757
0.125 .
0.1 ™

0.075 .

0.025 .
a

Obsérvese que no se aprecia extremo alguno, puesto que losvaloresde ¢ y d

no verifican larelacion anterior.



Paa d =05 c¢=08 lagréficadelaFuncionde Cuantia seria
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Aqui observamos el extremo, debidoaque C y d verifican larelacion.

Para d=50 c¢=07

S en

fo = (1+r.d)

(1-0)2

1+d-c’

¢’ tomamos d >1, tendremos

la gréfica de la Funcion de Cuantia seria:




Paa d =50, c=0095 IlagréficadelaFuncionde Cuantia seria:
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Observamos que se va desplazando la abscisa del Méaximo a la derecha a medida

gue C seaproximahacia launidad

V.- MOMENTOS.-

A partir de la Funcion Generatriz de Probabilidad obtendremos los Momentos

més importantes. Dada

g alelole
(t) — 2F1[a, b, g, It] : r=0 [g]r ri _
2Fika1kl 91| ] gFiki,tL g,l]
el [1] gél 0
o? g &g g2 yéaTe
“1vd-o 2, e o) =irg-cd 1 (@)=
édg ' d
Btk g(lﬂd) (ct)" = (1-° aeg (ct)" +d gr (ct)ré—
“1+d-c 2y T1+d- ¢, =0 B

(1-0)? @ 1 s d O (1-0)? 1+d- ct

T1+d-c@l-ct (1o ct)2p L1+d-C(1- ct)?




tendremos que

(1( )_ (1'C)2 'C.(l- C.t)2 - (l+d - Ct).(— 2C).(l— C.t) B
W ed-e (1- ct)* -

_(1-9? -cl1-ct)- (1+d- ct).(-20) _
S 1l+d-c (1- ct)® B

(1-9? c(1- ct)+2.cd

S 1l+d-c’ (1-ct)3

de donde
19 = (1-0)? c(1- 9+2cd _ c(1- c+2d)
9 = 1vd-¢ (1- ¢)3 "~ (1+d- o(1- ¢
and ogamente
_(1-9? -c2(1- ct)®- (c(1- ct) +2.cd).(-3)(1- ct)? _
MW =1rg-c (1- ct)® )

~ (1-09)?% -c2(1- ct)- (d1- ct) +2cd)(-3) _ (1-¢)? 2c2(1- ct) +6c3d
T1+d-c (1- ct) “l+d-c (1- ot)?

de donde

M) = (1-9% 2c%(1- 9 +6c%d _ 2.2 (1- c+3d)
g ~ 1+d-c’ (1_ C)4 - (1_ C)z.(l+d— C)

como

ElXI=g%);  E[x?Y=g¥D)+g%) ValX]=g%1)+g%D)- [g11]

La Esperanza Matematica y la Varianza de las Distribuciones pertenecientes a este

Sistema vienen dadas por:




2c2(1- c+3d)  d1-c+2d) é c(1- c+2d) F

VarlX) = y21ed. o TA+d- O1- o &i+d- - b’
_(1+3d)(1- )2 +4cd(1- ¢) +2d?
VarlX) = it 2
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