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Resumen
Los modelos estadisticos bayesianos desarrollados en la literatura para estimar € error de una
contabilidad en auditoria de cuentas se han basado habitualmente en un planteamiento
biparamétrico. En todos esos modelos ha sido fundamental |a hipétesis de independencia

entre |0s parametros.

Ta hipdtesis tiene un escaso fundamento en la préactica y sdlo razones de conveniencia
matemética la sustentan. En este trabgjo se anadliza € comportamiento de dichos modelos

frente a separaciones o agamientos de la hipétesis de independencia.

1 Introduccion y Planteamiento.
Es bien conocida la utilidad de los procedimientos estadisticos en auditoria contable y en

particular la utilidad del andlisis estadistico bayesiano.

Entre los modelos bayesianos para la estimacion del error total en una contabilidad se sitian
los modelos biparamétricos, consistentes en disponer de informacion muestras sobre dos
magnitudes observables (el nimero de errores encontrados en la muestra'y su tamafio), cuyas

verosimilitudes dependen de dos pardmetros.

Estos pardmetros corresponden a dos magnitudes sobre las que es posible emitir un juicio a
priori y son la probabilidad de aparicion de error, la tasa de error, 0, y € tamafio medio de

error en presencia de error, denotado habitualmente por m



La cantidad de interés en e problema, sobre la que se desea redlizar inferencias, es la cantidad
total de error en la pablacion, Ty, que es posible expresar de forma proporciona a producto
de los pardmetros f y m siendo e valor de libro conocido, Ty, la constante de

proporcionalidad.

Es decir, es posible expresar:
T, =T, f.m

(para un desarrollo detallado de esta cuestion ver Martel (1996)).

Laliteratura publicada en esta linea consiste en

suponer especificadas sendas distribuciones a priori paralos parametrosf y m

- disponer de una informacion muestras dada por el tamafio de la muestra, n, € nimero de

errores detectados en ella, y su tamafio medio, z(z es la media muestral de la fraccion

. A P .
muestras de error en los items con error, i.e, z=—§ z,:Z =5 , Siendo y; la cantidad de
X

i=1 i
error del item (unidad muestras) i y x; €l valor total registrado de ese item).
- suponer que los pardmetros f y mson independientes, y

- cacular ladistribucion a posteriori para el pardmetro deinterésw=f . m

Segun sean las elecciones de las distribuciones a priori de los parametros y segin se formalice
la informacion muestras, se plantean distintos modelos. Beta-Normal de Felix y Grimlund
(1977), Gamma - Gamma inversa de Cox y Sndl (1979) y Gamma - Uniforme y Beta
Uniforme de Godfrey y Neter (1984), entre los més utilizados.

Pero surge laduda sobre si es redistatal suposicion de independencia, es decir, ¢son de verdad
independientes la fraccion media de error (en items con error) y la tasa de error de la
poblacion? A este respecto, Menzefricke (1984), considera que es una suposicion importante
pero que hay escasa evidencia empirica disponible para comprobarla.  Para Godfrey y Neter
(1984), hay relativamente poco conocimiento del proceso por €l que se generan los errores,
pero podria ser que la magnitud de la cantidad de error esté relacionada con su plausibilidad.
Discuten asi la independencia entre €l proceso que determina si un item tiene o no error (tasa

de error) y la cantidad de ese error (fraccion de error) y cobra interés estudiar qué efecto tiene



sobre € modelo suponer independencia alin cuando no la hubiera. Un estudio de este tipo es
el que planteamos aqui: analizar la sensibilidad de alguno de estos modelos a desviaciones de

la hipétesis de independencia.

Como hemos indicado antes, esta hipétesis de independencia es habitual e imprescindible en
todos los modelos publicados en la literatura. No obstante, en la practica, es una hipétesis de
dificil justificacion sobre la que se han hecho diversas consideraciones a lo largo del tiempo
para intentar su justificacion aunque la verdadera razén de fondo para esta hipétesis siempre
ha sido técnica. Si no se supone independencia entre f y m la obtencién de la distribucion a

posteriori dew = f . mes técnicamente de una complejidad extrema.

La modelizacion que hemos adoptado para medir la separacion de la independencia esta

basada en |as clases de contaminacion.

Seaf =(f ,m dondef, m1 [0, 1] suponemos que la distribucion a priori def pertenece ala
clase

T.={(1- e)p, +ep,tal quepT Q},
donde, p,=p,P,,sendop, yp, dosdistribuciones margindesparaf ymel [O,l],Q es
la clase contaminante que esta formada por todas |as distribuciones bidimensionales para

f =(f,m) con marginales dadas, p o, ,p,.

Obsérvese que,

e =0supone independencia entre los pardmetros y distribucion a priori bidimensional
completamente especificada,

e =1, supone conocer Unicamente que la distribucién a priori para q = (f ,m) tiene como
marginales po, YP o, -

el (0,1) se puede interpretar como un aejarniento gradua de la hipétesis de independencia.

Se trata de obtener e rango de variacion sobre la clase Te., de las esperanzas a posteriori de la

funcion paramétrica de interés (en este caso, la dada por su producto: f .m, para ello habra que

calcular los extremos que la esperanza a posteriorj acanza sobre la clase referida.



Segun sea € vaor de la diferencia de tales extremos, podra hablarse de robustez o de su
ausencia. Notese que un valor pequefio para este rango, implicara que cualquier elecciéon de
distribucion a priori sobre esa clase conduce a resultados parecidos, por lo que habra
justificacion para escoger ladistribucion po y por tanto para la hipétesis de independencia. Sin
embargo, un valor elevado para esa diferencia entre supremo e infimo, implicara una gran

variabilidad: que la hipétesis de independencia no es robusta.

Pero esto es unalabor muy compleja que no puede ser abordada directamente, ya que conduce
a compleg os problemas de calculo de extremos, a problemas de optimizacion de una funcion no

lineal, como es la esperanza a posteriori de f .m, sobre laclase T,

Para hacer frente a esta situacion se recurre a la técnica de linealizacion que se propone en
Lavine et a. (1991) y Wasserman et a. (1993), que permite € célculo de extremos de las
esperanzas a posteriorj sobre una clase dada a través de la obtencion de las raices de unas
funciones de variable real, definidas por los extremos de las esperanzas de una funcion de

variablered, lineal en dicha variable (es lafuncion que consigue lalinealizacion).

En & epigrafe siguiente se describe esta técnica asi como la aproximacién del problemaa caso
discreto, que va a permitir su tratamiento y resolucion. A continuacién se ofrece una

aplicacién a modelo Ganuna - Uniforme de Godfrey y Neter.

2 Linealizacion del problema.

Como se acaba de indicar, hay que calcular las cotas:

N

}p, =sup, E,[f -] datos]f
+ p. =inf, ;. E, [f m datos]%

y € rango Be - Eeadiferentesvalores de el [0, 1], donde Ep, [f .m| datos] representala

esperanza a posteriori de f .m, paraunadistribucion pe1 Te

En € epigrafe anterior ya vimos que este calculo conduce a un problema de optimizacion no

lineal. Como una via de resolucion se utilizard la técnica de linedizacién y posterior



discretizacion propuesta por Lavine, Wasserman y Wolpert (1991); Wasserman et al. (1993).

La metodologia consiste en lo siguiente:

Se define la siguiente funcion real:
oo, . m)=LE , m{ .m- a).(.m Qial R
gue es claramente una funcion lineal en g, y decreciente  (recordemos que la cantidad de

interés es el productoy =f.m Consideremos las funciones de variableql R

9. =(@) =SUPE, [c(a. (. m)] yh.(a)=iif E, [c(a(f m)]

g=(a) =SUPE, [c(a. (. m)]] y h(a) =i if E, [c(a.(f,m))]

donde por E;, [c(q, (f, m)]] se notala esperanza de la funcion ¢ segun la distribucidn p que

sea. Esclaro que
9. =(0) =(1- ) E, [c(a.(f ,m))] + eg(a)
=(L- @)E, [L{f . mf ,m- q)]+eg(a)
=(1- o), [Lf,m)f .m- a1- e)E, [L{,m)]+eg(q)
=(1- ©).p.(E,,[(f ,m) datos] - &) +eq(a)

donde p=¢y-(f ,mp, (f ,m)df dm=E, [L{,m)], esladistribucion predictiva de los datos
Q

bajo po. Es decir:

0 = (@)= (1- €).p(E,,[f nidatos]- o) +eg(q)
y and ogamente,

h, =(q) =(L- e).p.E, [f .mdatos]- q) +eh(q)
lavine et al (1991) demuestra el siguiente resultado.

Teorema.
p, =inf{ql R:g,(q)£0}
y, €l paso a extremo inferior es claro que
p, =inf{ql R:h,(q) £0}

y en particular



19 $q1 R:ge(q)=0pP _Be =inf{q: ge(q) = 0}U
i S$q1 R:h(@)=0p p, =inf{q:he(d)=0} p

Y s laraiz es Unica, esta raiz sera la cota buscada.

Pero, de la definicion dada se deduce que g(q) es continua, decreciente en q 'y convexa, como
supremo de funciones lineales (h(q) es continua, decreciente en q y concava como infimo de
funciones lineales). Por €llo, g«(q) y he(q) heredan estas propiedades como funciones de q; y
aserQ=[0,1] x[0,1],0<f,m< 1, entonces g(O) > 0, ge (I) < 0 (he,(O) > 0, he,(l) < 0),
con lo que esta asegurada la existencia de una Unica raiz para ge, Y he, €n [0,1], estas raices

seran respectivamente Be y p, Esdecirla Unicaraiz en [0, 1] de h. (g) esp y la Unica raiz de

0e (0) €s p,

En esto consiste latécnica de linealizacion, en el uso de lafuncién linea en g, ¢(q, (0, i¢» como

funcion objetivo, y en lugar de las esperanzas a posteriori.

Si observamos (5) y (6), lo complicado es conocer la expresion de las funciones g(q) y h(q).
Esta complicacion se salva aplicando la técnica de discretizacion que proponen Lavine et al
(1991), y que permitira obtener para diferentesq1 R, valores de g(q) y h(g) y que consiste en
discretizar € espacio paramétrico, y pasar de la familia C de densidades conjuntas, a una
familia de distribuciones discretas que sera € conjunto de oportunidades de un problema de
programacion lineal (formulado como e problema del transporte, cuyos origenes se
encuentran en e problema de Monge - Kantorovich, o de transferencia de masa, con amplias

aplicaciones en escenarios probabilisticos) buscando la distribucion discreta que optimice

Elc(a, (f.m)].

A continuacion, dado e 1 [0, 1], y sustituyendo en (5) y (6), habremos calculado valores de
g (q), h (). Se trata de utilizar estos valores para localizar la raiz en un cambio de signo
(mediante cualquier método numérico, en este trabajo hemos utilizado € método de la
biseccion). En este articulo presentamos algunos de |os resultados obtenidos correspondientes
a modelo Gamma - Uniforme (GU).



3 Lahipotesis deindependencia en € modelo GU.

Godfrey y Neter (1984) desarrollaron modelos para la busgueda de cotas del error total
cuando se utiliza e muestreo por unidades monetarias (MUS). Para ello consideran que iz
tiene distribucién uniforme en [0, 1], y paraf consideran que su distribucion es Ganima, pero
truncada en €l intervalo [0,1] (modelo Ganima - Uniforme, GU) o que sigue una distribucién
Beta (modelo Beta - Uniforme, BU). En concreto, e modelo GU, considera como
verosinulitudes una distribucion de Poisson para €l nimero de errores en la muestra 'y una
distribucion exponencial truncada en 1 para su tamafio medio. La desventaja de estos modelos
es que la distribucion uniforme no es conjugada con la verosimilitud del problema, 1o que lleva
alano obtencion de una distribucion conocida para Y =f .m, que Godfrey y Neter aproximan
numéricamente. La consideracion, en este trabgjo, de los modelos como bidimensionales
reduce la importancia de este inconveniente. En las tablas siguientes se presentan los
resultados obtenidos para € caso en que la opinion del auditor sobre la tasa de error de la
contabilidad en cuestion es que ésta es ata (en concreto, correspondientes a una distribucién
Gammaparaf con E[f] =0.25y s = 0.177); para una gran variedad de resultados muéstrales

(correspondientes a una muestra de tamafio n = 100, en la que se encuentran m = 1y 10

errores con tamafios E:0.0L0.05,0.7,1) Para diferentes grados de contaminacion (e = 0.05,
0.1, 0.2, 0.25, 0.5, 1) se presentan las cotas r_e, P, la medida de referencia bgo

Po: EIf .} datos asi como una medida tipificadora de la robustez dada por el factor de

sensihilidad relativa RS =

P P x100, (til para medir la cantidad de variacion, en
2E, [f.n} dato]

porcentgje, sobre G., de la cantidad E; [f n1 datos] (que representa la estimacion de la

cantidad de error bajo hipotesis de independencia). Los resultados se ofrecen multiplicados

por un hipotético valor delibro T, =10° u.m.



Tablal: Modelo: GU Tasade Error; Alta

m=1 z=0.01 m=1, z=05
e p_e Media Post. Be RS e p_e Media Post. Be RS
0 7381.00 7381.00 7381.00 0.00(|0 17112.00 17112.00 17112.00 0.00
0.05 9971.05 7381.00 4006.20 40.41}0.05 | 19470.79 17112.00 16519.98 8.62
0.1 12366.30 7381.00 2995.23 63.48(( 0.1 21512.41 17112.00 15950.40 16.25
0.2 16650.96 7381.00 2222.66 97.74((0.2 24859.81 17112.00 14860.30 29.22
0.25 18578.53 7381.00 2034.10 112.07]0.25 | 26251.79 17112.00 14343.60 34.79
0.5 26537.13 7381.00 1612.67 168.84]0.5 32155.04 17112.00 11804.78 59.46
1 37092.88 7381.00 139761 241811 73394.11 17112.00 4272.94 201.97
m=1 z=0.7 m=1, z=1
0 18273.00 18273.00 18273.00 0.00(10 19501.00 19501.00 19501.00 0.00
0.05 20686.53 18273.00 17808.18 7.88]0.05 | 22015.57 19501.00 19136.24 7.38
0.1 22729.30 18273.00 17346.75 14.73(10.1 24072.84 19501.00 18768.12 13.60
0.2 25988.'96 18273.00 16449.31 26.10(( 0.2 27239.04 19501.00 18028.07 23.62
0.25 27314.57 18273.00 16449.31 29.73([0.25 | 28478.05 19601.00 17662.24 27.73
0.5 33875.85 18273.00 13720.92 55.15(( 0.5 35950.66 19501.00 15669.44 52.00
1 90012.65 18273.00 4275.23 234.60|1 98011.49 19501.00 0.00 251.30

La lectura de estos resultados evidencia una notable falta de robustez. Si se observa la
columna correspondiente al factor RS, para casos con m = 1 error en la muestra, y dado un

pequeiio grado de desconfianza (e= 0.05, 0.1), las fluctuaciones alrededor de la hipétesis de

independencia superan € 40%(para E:0.0l), estos resultados se moderan para valores

mayores de z, pero aumentan espectacularmente para m =10 (obsérvese € caso m = 10,

2=0.01), donde |as fluctuaciones no bajan del 59%.

Esto nos permite afirmar que existen situaciones correspondientes a resultados muéstrales

plausibles en e escenario de poblacion supuesto (y computacionalmente tratables) en los que

se aprecia una gran fluctuacion de las conclusiones, es decir son situaciones de dependencia




Tabla2: Modelo: GU Tasade Error;: Alta

m=1 z=0.01 m=1, z=05
e p_e Media Post. Be RS e p_e Media Post. Be RS

0 1389.00 1389.00 1389.00 0.00( 0 84972.00 84972.00 84972.00 0.00
0.05 | 102491.28 1389.00 976.75 3654.23] 0.05 173002.34 84972.00 32966.04 82.40
0,1 102498.15 1389.00 976.75 3654.48(( 0.1 173194.03 84972.00 32880.21 82.56
0.2 102501..58 1389.00 976.75 3654.60(f 0.2 173254.11 84972.00 32837.10 82.63
0.25 | 102502.16 1389.00 976.75 3654.62] 0.25 173278.71 84972.00 32828.71 82.64
0.5 102503.87 1389.00 976.75 36.54.68(f 0.5 173302.76 84972.00 32828.71 82.66
1 102504.44 1389.00 976.47 3654.71( 1 173372.55 84972.00 32783.03 82.73

m=1 z=0.7 m=1, z=1
0 93632.00 93632.00 93632.00 0.00( 0 99372.00 99372.00 99372.00 0.00
0.05 | 209113.60 93632.00 33885.38 93.57(( 0.05 176963.71 99372.00 59639.17 59.03
0.1 211083.13 93632.00 33885.38 94.62( 0.1 176963.71 99372.00 59639.17 59.03
0.2 211083.13 93632.00 33885.38 94.62( 0.2 176963.71 99372.00 59639.17 59.03
0.25 | 211083.13 93632.00 33885.38 94.62 | 0.25 176963.71 99372.00 59639.17 59.03
0.5 211083.13 93632.00 33885.38 94.62( 0.5 176963.71 99372.00 59639.17 59.03
1 215875.34 93632.00 28414.87 100.10(1 176963.76 99372.00 0.00 89.04

Entre f y m lo que nos permite concluir que e modelo andizado es muy sensible a
desviaciones de la hipétesis de independencia. En otras palabras, s no se estd muy seguro de
la independencia entre la tasa y la cantidad de error es extraordinariamente peligrosa su

utilizacion.
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