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0.-INTRODUCCION.

Con este trabgjo, pretendemos adentramos un poco en € mundo del seguro, y mas
concretamente en la vertiente de los seguros de no vida. Se entiende por seguro de no vida a
asociado a un suceso que conlleva dafios materiales, no relacionados con la vida del asegurado.
El problema fundamental es la determinacion de la cobertura y la prima que satisfagan a la
compafiay a asegurado. Como norma general, consideraremos que la cobertura no puede ser
mayor que € valor de la o las cosas aseguradas. Si e contrato estipula que la cobertura sea
igua al valor econdmico de la pérdida sufrida por € asegurado, diremos que la cobertura es
total, mientras que s solo se cubre una parte de los dafios, hablaremos de cobertura parcial.
Parece a priori que un individuo optar4 siempre por una cobertura completa, lo que puede
suponer que la prima asociada sea demasiado elevada. El asegurado deberé entonces tener en
cuenta ambos factores a decantarse por un contrato u otro. La cobertura a la que debe hacer
frente la compafia aseguradora puede considerarse como una variable aleatoria cuyos vaores
vendrén determinados por e acontecimiento 0 no del suceso asegurado. Supuesta conocida la
probabilidad con la cua éste puede producirse, se podra calcular e vaor esperado de dicha
variable deatoria. S e valor de la prima coincide con la esperanza matemética de la cobertura,
diremos que la prima es actuarial. Evidentemente, si |la compafiia aseguradora fijara todas las
primas como actuariales, cubriria en promedio las prestaciones redizadas. Sin embargo, en
numMerosas ocasiones, las primas deben ser mayores para poder compensar posibles desviaciones
de ese promedio. En esta exposicion, analizamos ambos elementos -cobertura y prima-, que,
evidentemente, estén relacionados. Supondremos en primer lugar que la pérdida que puede
sufrir € asegurado es Unica 'y de cuantia conocida, como propone Mossin. Veremos cud es la
prima maxima que un individuo estaria dispuesto a pagar a cambio de una cobertura total y
coémo varia en funcion de las distintas variables. Nos plantearemos asimismo € caso opuesto:
conocida la prima, Determinaremos la cobertura Optima y sus caracteristicas. Se expondra

después un caso mas genera segun las indicaciones de Arrow, por €l cua € dafio a que esta



expuesto € individuo puede alcanzar distintos valores monetarios, hasta llegar como maximo a
valor de la cosa asegurada. Determinaremos también para esta situacion la prima y cobertura
Optimas para € individuo. La optimalidad de un contrato de seguro de no vida para un
individuo la identificaremos con la obtencién de la mayor utilidad posible. Esta dependera de
gue se produzca o no € hecho asegurado y podremos considerarla asi como una nueva variable

aleatoria cuyo valor esperado deberemos maximizar.

Antes de empezar € andlisis, haremos referencia a las hipbtesis adoptadas. Se considerard un
consumidor de renta R, expuesto a un riesgo que conlleva una pérdida o dafio maximo D y que
ocurre con una cierta probabilidad. "u" serd su funcién de utilidad, concava, |o que equivale a
que € individuo tenga aversién o neutralidad hacia €l riesgo y por tanto a que esté dispuesto a
pagar una cantidad positiva para sustituir €l dafio a que est4 expuesto por su valor medio.
Existird asi |a posibilidad de que e consumidor se plantee asegurarse. Supondremos también

que lafuncion de utilidad es estrictamente creciente y dos veces continuamente derivable.

1.-EL MODELO DE RIESGO UNICO.

En e modelo de Mossin se estudia € problema de la adquisicién de un seguro para € caso en
gue existe un unico riesgo aislado de cuantia exactay conocida D, que ocurre con probabilidad
p. Un individuo contratara un seguro de no vida solo s su utilidad no disminuye con €lo. La
utilidad esperada en ausencia de seguro viene dada por:

E, pu(R- D)u(R) D

Por otra parte, si suponemos que el consumidor suscribe un contrato de seguro que lo indemnice

con una cobertura g en caso de siniestro, a cambio de una prima P, su utilidad esperada ser&:

E=@- p)u(R- P)+ pu(R- P+q- D) 2)

El individuo se asegurara s E> E,.



Analizamos en primer lugar la prima méxima que se pagaria a cambio de una cobertura

completa.

1.1.-Prima maxima para una cobertura total.

Si la cobertura es total, g=D, la utilidad dada en la ecuacion (2) queda reducida a E =u(R-P).
Teniendo en cuenta que "u" es una funcién estrictamente creciente, la prima pagada P no podra
exceder una cantidad méxima, que denotaremos Pnx , Y que vendra definida implicitamente por
E=E,. En la siguiente proposicion vamos a estudiar esta prima maxima ante variaciones de las
distintas variables que intervienen en el problema.

Proposicion 1:

a) S "u" esunafuncidn estrictamente concava, Prax €S estrictamente superior alaprima
actuarial del contrato (P), es decir Pya> P* =pD.

b) Pma €sunafuncién crecientedepy D.

c) S & consumidor tiene aversién absoluta hacia e riesgo decreciente, Pra €S un funcién

decreciente de R.

Demostracion:

Sabemos que la prima méxima Py Viene dada implicitamente por la ecuacion u(R-Prax) = EO.

a) Si suponemos en primer lugar que "u" es una funcién estrictamente concava, se tendré por

definicion:

Eo= PU (R-D) + (1-P) u (R) < u (R-PD)

Por |o tanto:

u (R'Pmax) <u (R—pD)



Usando € crecimiento de lafuncién de utilidad, [legamos a

R-Pax,< R-pD - P,,x> pD = P'
b) Probaremos en primer lugar que E, es una funcion decreciente de p y D, que denotaremos
Eo(p,D). Usando € crecimiento estricto de "u", podemos obtener el signo de la derivada parcial

de E, respecto de p:

E:u(R- D)- u(R)<0

Por tanto E, es una funcion decreciente de p.

Para estudiar € comportamiento de E, como funcion de D, usando € crecimiento estricto de la

funcion de utilidad, setiene;
D,<D,b R- D,>R- D, b u(R- D,)>u(R- D,)

y por tanto:

pu(R-D,)+ (1-P)u(R) >pu (R-D,)+ (L-p)u(R) - Eo (P, D,) > Bo (P, D2)

Queda asi demostrado que E, es una funcién decreciente de D. A partir del decrecimiento de E,
como funcion de py D, y de la funcion implicita que define a Prax Se deduce inmediatamente el
crecimiento de P,,. en funcién de esas mismas variables p y D. Basta para ello utilizar de nuevo

que “u” es unafuncién estrictamente creciente. Asi:

s pcrecep E, decrece (i

: ..y P R-P, decreceb P, crece
U es estrictamente Creci enteg



Un razonamiento andogo paralavariable D finalizala demostracién del apartado b).

s D creceb E, decrece (i

_ . .y P R-P, decrecep P, crece
U es estrictamente creci enteg

¢) Consideramos ahora la prima méaxima Py,. como funcién de la riqueza R. Derivando
implicitamente respecto de R la expresion u(R-Pra) =E,, teniendo en cuenta el valor de E, dado

en laecuacion (1), obtenemos:

UR- P - ’ﬁ—g% pu'(R- D) +(1- pu'(R)

y por tanto:

TP _ U(R- Pry) - (pU'(R- D) +(1- p)u'(R))
1R u'(R- P.)

Teniendo en cuenta que "U' es una funcién estrictamente creciente, € denominador de la
expresion anterior es estrictamente positivo, por lo que la derivada parcia de P respecto de R
tendrd € mismo signo que & numerador, que es una funcidn continua y derivable que
denotaremos H. Debemos calcular por tanto € signo de H. A partir de la expresion implicita de

Prax POodemos obtener expresionesde p y 1 -p que sustituimos en H.

U(R- P) - u(R) U (R) u(R- D)- u(R- P_,)

H=u(R-P,)- U(R- D) U(R- D)- u(R) u(R- D) - u(R)

Considerada como funcién de Pra, H(0)=H(D) =0y ademas:

M R-P)- u(R- P )R U(R-D)
drP u(R- D) - u(R)

max




Aplicando €l teoremade Rolle alafuncion H en € intervalo (O,D), sabemos que su derivada se
anula al menos en un punto interior a intervalo. Con & signo de la derivada segunda, sabremos

S este 0 estos puntos corresponden a maximos o0 a minimos de H.

dH _,, U'(R-Py) _U(R- U(R-D)

dP_ u(R- P_.) u(R)- u(R- D)

d’H _u"(R- P_)U(R-P_)-Uu'(R-P._)
dP?z u'(R- P_)

max

Como "u" es una funcién estrictamente creciente, su derivada seré positivay asi € denominador
esta expresion sera estrictamente positivo. En lo que se refiere al signo del numerador,

aplicamos e decrecimiento del indice de aversion absoluta a riesgo, que implica que su derivada

sea negativa
%2 u"(x)§ _uQU ) Ut g
UM v’
Asi
d’H _ a"(R- Pmax)?u'(R- Pra) >0

dP? u(R- P_) 5

En consecuencia, en € intervalo (O,D), la funcion H sdlo tendra minimos, y por tanto, el valor

de lafuncién sera menor o igual que en los extremos, donde se anulaba:
H(x)<H(0)=H(D)=0" xI [0,D]

Como € signo de la derivada de Pra respecto de R es € mismo que € de la funcién H, sera

negativay Pra €S una funcion decreciente de R.



Esta proposicion indica que la actividad del seguro solo es viable s e individuo tiene aversion a
riesgo, que a aumentar la probabilidad de accidente o la cuantia del dafio € individuo esta
dispuesto a pagar una prima mayor para tener derecho a la cobertura total, y lo més
sorprendente, que cuanto mayor sea la renta del consumidor, menor es € precio que esta

dispuesto a pagar para hacer frente a una cobertura total.

1.2.-Cobertura 6ptima para una prima recar gada.

Supongamos ahora que el consumidor_tiene la posibilidad de elegir una cobertura cualquiera g,
con la simple restriccién de que no supere la cuantia del dafio ocasionado. Supondremos
iguamente que la compafiia de seguros introduce un recargo técnico o de seguridad en €
célculo de la prima recargada que debera pagar € asegurado. El recargo técnico resulta ser una
cantidad proporcional a la prima actuarial, proporcion que viene dada por un pardmetro | . Se
caracteriza, por tanto, por € hecho de que la prima recargada P es una funcién lineal del valor

actuarial del contrato o equivalentemente de la cobertura.

P=nmg= (1+,) P*

dondel > 0 eslatasade recargo fijada por la compafia aseguradora, y mun parametro.

La cobertura 6ptima g* corresponde entonces al valor de gi [O,D] que maximiza la esperanza
dela utilidad:

E(g) =pu(R+q-P-D) +(I-p) u (R-P) =pu(R+(1-mq-D) +(1 -p) u (R-m)

Puesto que u es una funcion concava y dos veces diferenciable con continuidad, E también lo

seray por lo tanto g* esta caracterizado por la condicion necesaria de primer orden.

El(g*)=p(I-mu’ (R+ (1-mg*-D)- n(I-p)u’ (R-ng*)=0si0O<q*<D
q=0SsE (0)£ 0; g*=D S E'(D) 2 0

Proposicion 2:



a) S "u"esunaftmcionlinead y | >0, entonces g*=0.

b) S "u" esunaftmcion estrictamente concavay | >0, entonces g* <D.

Demostracion:

a)Si u eslineal, entonces la representacion de E(g) serd unarectay alcanzard €l maximo en uno

de los extremos del intervalo [O,D] en el que nos movemos.

E(9) =u(pR+p(1-m g-pD+ (I-p)R-(I-p) my)=u(R+ pg-pD-nm)
Comparemos los valores E(0) y E(D): E(0) = u(R-pD), E(D) = u(R-n). Por hipétesis, | >0,
por tanto
ng= (1+,] )pD>pD P R-mg<R-pD b E(O) >E(D)

Asi, e valor éptimo de g sera g*=0.

b) Razonando por reduccién a absurdo, supongamos que g*= D. En ese caso, laderivadade E

en D deberd ser mayor o igual que cero, es decir:

E'(D)= (P-mu(RnD)3 0

Puesto que por hipétesis "u" es una funcion estrictamente creciente. su derivada es una funcién

positiva, con lo cua ladesigualdad anterior se verificara solo si:

P-m3 00U P3m

Si tenemos en cuenta la expresion de la prima, llegaremos a una contradiccién con € hecho de

quel > 0.

M =@+1)pDP m=0+1)p;Sp* mb 1+ £1P | £0



Esto significa que no puede haber cobertura completa, es decir g*< D.

La interpretacion de la proposicion 2 es fécil. En primer lugar, s |atasa de recargo es positiva,
un consumidor neutral hacia € riesgo no se aseguraria, solo lo harian aquellos con aversion
estricta hacia el riesgo. Lo més sorprendente es €l apartado b) que nos indica que s la tasa de
recargo es positiva, ya no se deseara tener una cobertura completa. Este hecho parece estar en
contradiccion con la realidad practica, pero se debe a la existencia de riesgos adicionales contra
los cuales no hay posibilidad de asegurarse, pero que sin embargo estan relacionados con €
riesgo asegurado, y por tanto influirdn en la decision del cliente ante la eleccidn de una cobertura
adecuada. Se puede demostrar que si la tasa de recargo no es demasiado elevaday s |os riesgos
asegurable y no asegurable estan correlacionados positivamente, € consumidor elegira una

cobertura completa.

Veamos a continuacién como se comporta la cobertura Optima a cambiar lasvariablesp, Dy R.

Proposicion 3:

Supongamos que "u" es una funcién estrictamente concava. Entonces, se verifica

a) Lacoberturadptimag* esunafuncion crecientedepy D.

b) Lacobertura éptima g*es una funcién decreciente de larentaR si y sdlo s laaversion

absoluta hacia €l riesgo es decreciente.

Demostracion:

Supongamos que € Optimo es interior, ya que en caso contrario la proposicién resulta obvia. g*
estara caracterizado entonces por la ecuacion implicita E'(g) =0, como se vio en la proposicion
anterior. Esa ecuacion puede considerarse como una funcion de distintas variables: la cobertura,
la probabilidad del suceso, € dafio, lariquezay € parametro mque relaciona la cobertura con la

primarecargada. Llamaremos F a esa funcion de cinco variables, con lo cual:



F(a.p, D, R m=p(1-mu (R+ (I-m g-D) -m(1-p) u (R-n) =0

Veamos s podemos aplicar € teoremade lafuncién implicita:

I - pa- m2u(R+@- mg- D)+ MP(A- pPau”(R- ng) <0

fa

yaque u es estrictamente concavay por lo tanto u" (x) < 0, paratodo x.

Al ser la parcia de F respecto de q distinta de cero, podremos expresar g en funcion de las
demas variables. Calcularemos las derivadas parcides de g, y estudiaremos su signo para
determinar el crecimiento o decrecimiento de g* respecto de p,D,R,,u. Si representamos por X a

una cuaquiera de las variables, se tendra:

TF
flar _ 9.
%  fF
fig*
T <0pb ﬂq*tieneel mismo signo que I
fig* fix fix

Para smplificar la notacién, llamaremos A=R+(I-m)g-D y B=R-,n1, siendo A£.B. Unavez
hechas estas observaciones previas, podemos pasar a demostrar |os distintos apartados de la

proposicion.

a)
I - mu'(A+mui(B)>0
ip

porgue u es estrictamente creciente. Por tanto fg*/{jp> 0, y g* es unafuncién creciente de p.
Andogamente:

AL p@- mu"(A)>0

fip



yaque u es estrictamente concava, |o que implica que ig*/1/D > 0, con lo que g* es unafuncion

creciente de D. b) Derivamos ahora respecto de R.

TP = p- mu (- mi- pu(B)
fIp

Haciendo uso ademas de la ecuacion implicita F(q,p,D,R,m=0, se obtiene:
F(q,p.D,RM=0 P p(1-m u'(A) =m(l-p) U(B)=a>0
Sustituyendo:

T _ @ u'(B), u(ns

1R u'(B) u(Ag

Como A < B, una condicion necesariay suficiente para que la parcial de F respecto de R sea

negativa es que -u" /U’ sea decreciente, 10 que demuestra el apartado b).

Esta proposicién tiene una rpida interpretacion. Si la probabilidad de que ocurra € suceso
asegurado aumenta, la cobertura que un asegurado contrario a riesgo deseara deberd también
aumentar. Ocurrird lo mismo con la cuantia dej dafio que tenga lugar: cuanto mayor sea la
pérdida esperada por e asegurado, mayor sera la cobertura que quiera tener. En lo que se
refiere a la influencia de la riqueza en € nivel Optimo para la cobertura, se observa que s a
mayor riqueza menor es la preocupacion por e riesgo que se corre, entonces la cobertura

deseada también disminuird al aumentar la riqueza del asegurado.

2.-UNA GENERALIZACION DEL MODELO DE RIESGO UNICO.

Consideremos ahora, como hace Arrow, que € dafio viene dado por una variable aeatoria D
con valores positivos (que denotaremos con la letra d) y cuya funcién de densidad |lamaremos

g(d). D* representara € valor méximo del dafio. Se demostrara que, en este caso, el contrato



Optimo de seguro consiste en la cobertura total por encima de una cierta franquicia F. Si €
riesgo no es Unico, e contrato de seguros debera especificar e montante g(d), 0 < d £ D*, dela
indemnizacion recibida por e asegurado, en funcion de la magnitud d del daiio sufrido.

Tendremos de nuevo larestriccion:

"deR" O£ q(d)£ D(d)
Suponemos que € beneficio obtenido por la compafiia solo depende de la prima P pagada por €
cliente, del valor actuaria del contrato, y de los gastos de gestion. Al venir representado el dafio
por una variable aleatoria continua, la cobertura es también una variable aleatoria continua, y su

valor esperado debera obtenerse haciendo uso de la funcién de densidad g(d) de D. En efecto, €l

valor esperado de la cobertura ser&:

Ela] = ¢p(d)g(d)dd

0
El beneficio obtenido por la compafiia de seguros podréa calcularse como diferencia entre la

primarecibiday el desembolso medio a efectuar en concepto de cobertura, incrementado por los

gastos de la compariia.
-
B(p.g)=P- @+1)cn(d)g(d)dd
0

dondel >0 esd factor que representa los gastos de gestion.

Lautilidad del asegurado, que sera también una variable aleatoria continua, dependera del dario,

delaprimay delacobertura. Su esperanza vendra dada por la expresion:

E[a(P,a)]= (R~ P- d +q(d))g(d)dd



Para obtener € contrato éptimo, hay que tener en cuenta e objetivo de la compafiia -maximo
beneficio posible y € del asegurado -mayor utilidad posible-. Esto equivale mateméticamente a
plantear un problema de optimizacion con dos objetivos. Una manera de tratar este tipo de
problemas es adjudicar a cada objetivo un peso segln la importancia que se le asigne.

Formularemos el problema de la siguiente manera:

maximizar W(P,q)=aB(P,q)+(J-a).E[u(P,q)]
sujetoaO£q(d)£d

donde a es un coeficiente de ponderacion comprendido entre Oy 1.

Proposicion 4:
Si existe aversion al riesgo, el contrato éptimo consiste en coberturatotal por encimade una

franquicia
Demostracion:

Si expresamos W en funcion de las distintas variables de las que depende, obtenemos:

D*

W(P,q) =aP + (J(1- a Ju(R- P- d +q(d))- a(+I )q(d)}g(d)dd

0
S queremos obtener la funcion de indemnizacion q(d) Optima, deberemos maximizar la
expresion anterior como funcién de g solamente. En tal caso, no es necesario tener en cuenta el
primer sumando aP, que no depende de g. Por otro lado, la integral es una funcion creciente,
con lo cuad & méaximo de la funcién W(P,q) se obtendra maximizando € integrando bgjo la

restriccion que setiene paraq(d). Es decir, el problema ser&

maximizar {(1- aJu(R- P- d+q)- a(l+!)q}
suietoaO£q£d

La aversion d riesgo del asegurado implica como sabemos la concavidad de la funcién u, y de
ésta se deduce fécilmente la concavidad de la funcion a maximizar, que denotaremos H(g). En

efecto,



H@=0Q-a)u (RP-d+tg-a(1+);H" (@=(2-a)u’' (RP-d+q) <0
Por tanto, la solucién vendra caracterizada por la condicién necesaria H'(g) =0, en caso de
Optimo interior:
(l-a) u' (R-P-d+q(d))=a (1 +l ), si q(d) e (0, d)
mientras que sera
q(d)=0S H'(O)£0U (I-a) u'(R-P-d) £i a (1+1)

qd)=d si H'()3 0 U (1-a) u(R-P)3 a (1+1)

En cuanto ala prima éptima P, estara determinada por la relacion:

Mp:oo a=(1- a)EaJ'(R- P- d+q(d))g(d)dd

Para obtener una expresion de la cobertura Optima, definimos un nimero F de la siguiente

forma:

S (I-a) uU(R-P)<a (1+) - Festal que (1-a) U (R-P~F) = a (1+l)

En otro caso F=0
Con esa definicion, la cobertura

id-F sd3Fu
d —1 7
D=0 ga<F b

es solucion del problema y por tanto € seguro Optimo consiste en una cobertura total por

encimade lafranquicia F cuya expresién implicita hemos encontrado. 1

Es interesante observar que el caso F =0 para cada valor de d no es posible, ya que implicaria

g(d)=d, paratodo d, y por lo tanto, si | > O:



(t-a)g u(R- P- d+q(d)g/d)dd=(1- a)u'(R- P)Sa(l+])>a

lo cua contradice larelacion

Esto significa que la cobertura no puede ser total para cualquier valor del dafio, sino que para

determinados valores de éste, debe existir siempre una franquicia positiva.
3.-CONCLUSIONES.

Al plantearnos la adquisicion de un seguro de no vida, hemos observado que si un individuo con
aversion a riesgo esté expuesto a un unico dafio de valor conocido, la prima méxima que estaria
dispuesto a pagar a cambio de una cobertura completa es mayor que la prima actuarial.
Ademas, como era de suponer, cuanto mayor sea la probabilidad de que ocurra el accidente y
cuanto mayor sea la cuantia del dafio, mayor sera la cantidad que el asegurado esta dispuesto a
pagar. En cambio, cuanto mayor sea su riqueza, menor sera la prima méxima que aceptara
pagar. Si la compafia aseguradora fija un recargo de seguridad en la prima, la cobertura dptima
para € individuo serd mayor a aumentar la probabilidad y cuantia del accidente asegurado, y
decrecerd s aumentan lariquezay € recargo. En cualquier caso, € individuo no optara nunca
por una cobertura total si existe recargo sobre la prima actuarial. En un modelo mas general y
realistaen e cua se supone que e dafio sufrido puede tomar distintos valores sin sobrepasar un
cierto limite, la prestacién de la compafiia de seguros serd una funcion de la pérdida, y més
concretamente la cobertura Optima consistira en una indemnizacién total por encima de una
franquicia. Esdecir, s € dafio es menor que la franquicia correrd a cargo del propio asegurado,
mientras que lo que sobrepase esa cantidad debera ser abonado por la compariia aseguradora a
individuo asegurado. Esta modalidad de seguro es la mas frecuente en lavida diaria, y responde
aun interés por cubrir pérdidas elevadas y hacerse cargo de las pequefias a cambio del pago de
una prima menor. La gran diferencia entre los modelos tratados es precisamente que € modelo

de Mossin no permite distinguir entre montante de coberturay nivel de franquicia.
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