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Resumen

En este trabajo se aborda € problema de la gestién de una pesqueria en la que se explotan dos
especies entre las cuales existe una relacion de interdependencia del tipo predador-presa. El
objetivo sera tratar de maximizar € valor actuaizado neto de la corriente de beneficios de la
teoria del control dptimo que nos va a permitir establecer las ecuaciones de equilibrio oferta-

demanda para la pesqueria.
1 El modelo biologico

En la mayor parte de la literatura que aborda € problema de la gestion de pesquerias
multiespecificas" , cuando entre las especies implicadas se da una relacion de interdependencia
dd tipo predador-presa, las ecuaciones fundamentales que describen la dindmica de las

poblaciones se basan en la versiéon modificada del modelo de Lotka-Volterra

X=(1, - a,x- by)x
(1

X:(rz - a,X- by)y

'Larkin (1966), Hannesson (1983), Ragozin y Brown (1985), Long (1991), Feichtinger y Novak (1992), entre

otros.



Este tipo de ecuacion es una representacion adecuada de una situacion natural, en la cua, un
predador, y, no es totalmente dependiente de una especie, presa, como aimento, y en la cua
otros factores que no sean los predadores pueden regular la abundancia de la presa, Larkin
(1966).
Una formulacién alternativa es propuesta por Leslie (1948), cuyas ecuaciones modifican las
anteriores en €l siguiente sentido

X= (0 - 2 m)x

)
y=(,- 2)y

La principa diferencia entre ambas formulaciones se encuentra en que, s bien e modelo de
Lotka-Volterra asume una capacidad de carga fija para las dos especies, en e Ultimo caso, la
capacidad de carga es variable para el predador.
En definitiva, la capacidad de carga del predador es funcion de la densidad de presa existente,
gue viene dada por el pardmetro s. Larelacion de interdependencia ecol 6gica viene dada por

m Esta situacion es representativa de una amplia clase de sistemas, May (1979).

1.0.1 Andlisis de estabilidad local

Cuando e sistema estéa en su estado original |las dos poblaciones se encontraran en %%uilibrio s

x=0 0 rxd- E)-m(y:O

g 2 y
=0 U r,yd- =—)=0
y ZY( SX)

K
de donde obtenemos que Xg = UL
r,+snk
Ye =SX¢ 4

Analiticamente podemos determinar la estabilidad loca del equilibrio en funcion de la matriz

jacobiana del sistema (5)
e?_ 2XE o
C 1(1- T) - MyE - NXE +
J=¢ r2 y2E aza[ 2yE¢:
é 2 M8 o
S XE SXE %(XE, yE)

Los signos de las raices de la ecuacion caracteristica de la matriz jacobiana nos permiten



determinar la estabilidad, o inestabilidad, del punto de equilibrio. Asi tenemos que

Trazal. =r/ - rr, - r,mK<0  "r,r,,ms,K>0 (6)
es decir, la traza siempre va a ser negativa para cualquier valor positivo de los parametros.
Respecto a determinante tenemos que

(7
|Jc|=r, + MK >0

el equilibrio seré por tanto un nodo o un foco estable. Ademés la funcion de Liapunov de Hsu-

Harrison demuestra que el modelo es global y asintéticamente estable, Hallam (1986).

2 El modelo econdémico
El problema de determinar la politica econdmica 6ptima implicard e tratar de maximizar €
valor presente neto de los beneficios futuros’, obtenidos por cada especie, i.e maximizar

valor de laintegral
Qe *[Rh, - C(xh)+Ph, - C,(x hy)ldt (®)

sujeto alas restricciones sobre la dinamica de |os stocks

X=rx(l- )= my- =g - H(xy)- h
©)
= y -
y_rzy(l' S_X)- hz =F(xy)- hz

Ademés impondremos |as siguientes restricciones sobre las variables, x > 0 ey > 0. Respecto a
la funcional objetivo se asume comportamiento competitivo asi que cada empresa (o unidad
pesguera) es precio aceptante para los precios de los inputs y outputs. Inicialmente, no hay
barreras de entrada o salida. Suponemos que los precios P, (i = 1, 2) estan dados y que los
costes de capturar los stocks de lapresay € predador a unatasa h, y h, Son, respectivamente,
Ci(x, h) y Cy(y, hy) y son funciones convexas en los stocks y las capturas, ademés son
decrecientes en |os primeros y crecientes en las segundas.

El problema de determinar la trayectoria temporal de las capturas que maximizan €l valor de la
integral (8) puede resolverse como un problema de control Optimo. Haciendo uso del

Principio del Maximo de Pontryagin, definimos e hamiltoniano

%Otras formulaciones alternativas buscan o bien maxirrizar la produccién sostenible, MSY, o bien la méxima
produccién econémica, MEY. En cualquier caso, los conceptos de MSY y MEY son casos particulares del

problema de maximizar el valor presente neto de los beneficios (Silvert y Smith, 1977).



H=eM[Ph - C,+Ph, - C]+I,t)[g(x)- H- h]+I,®O[F - h,]
No utilizar la version corriente del hamiltoniano® , en @ andlisis a seguir, se debe a que con €
plantearriiento actual llegamos a un sistema de ecuaciones diferenciaes en términos de stocks y
capturas que sera versatil de transformar en un sistema de ecuaciones of erta-demanda que sera
labase del andlisis posterior.

Siguiendo con € desarrollo del principio del méximo la captura éptima entonces maximiza el

hamiltoniano en cada instante de tiempo, sujeto a las condiciones subsidiarias y:ﬂ— y

qm 2
: MH - 1H _ . .
[ 1=- W yl 2=- ﬂ_y de donde derivamos las condiciones necesarias en X,y,hy, hy, | 1y | ».
E—;I:Ob 1@ =e?[R - C,, (xh)]
' (10)
T ob 1,0 =¢"[p, - C, (x.hy)]
fh, :
L as ecuaciones adjuntas generan
I, e"Cy - 1,[g'(0- H,]- 1,F,
(11)

-
l,e"Cy -1,k +1H,

Derivando (10) respecto al tiempo y sustituyendo e igualando (11) obtenemos las ecuaciones

diferenciaes que nos permitiran conocer la evolucion temporal de las capturas de cada especie

Cix+(r - (g'(X) - Hx))(P1- Cihi) - (P2- C2hz)Fx + Clhux X
- Cihih

ha(t) =

. . (12)
Cox+ (r - Fy)(P2- C2h2) +(P1- Ci) Hy + C2hzy y

- C2hzh2

h2(t) =

Para el problema de control de horizonte temporal infinito que estamos tratando, la condicién

de transversalidad, necesaria para proporcionar una condicion frontera en los problemas de

No obstante, la formulaciéndel problema a partir del valor corriente del hamiltoniano producira resultados
analogos, aunque, el sistema de ecuaciones que genera estaria en términosde stock y precios sombra, por

supuesto, los equilibrios que se obtendrian para este caso como en el nuestro resultarian equivalentes.



tiempo finito, es reemplazada por la suposicion que la solucion 6ptima se aproxima al estado

estacionario, Kamien y Schwartz (1991); caculamos la solucién de equilibrio intertemporal

donde X:O :y, lo que genera, por un lado,

h =g(x) - H(X,Y)
h, =F(x,y) (13)

y deigual forma para h tenemos que h1 =0= hzdan lugar a

(I‘ - (gl(x)' Hx))(Pl' Clhl)_ Pz - CZhZ)Fx +C1x =0
(14)
(r - F))(P; - C2h2)' P - Clhl)Hy +C,, =0

despejando r (P, - C;, ) i=1,2 en ambas ecuaciones.
r-(R-Cu)-Cpu+(P- Cy )R, +(R - Cyp ) (X)- H,) (15
r - (P~ Cy,)- Cpy +(P, - Cyy )F, +(P,- Cy )H, (16)
Estas expresiones se pueden interpretar de la siguiente forma, €l término de la izquierda de la
ecuacion (15) reflgja la ganancia resultante de invertir la renta procedente de la captura de una
unidad adicional de la especie x. Por su parte, €l lado derecho representa la gananciaa dejar de
pescar la ultima unidad de la especie x, este térnlino ademés se descompone en tres sumandos,
el primero representa el ahorro futuro en los costes al disponer de un stock mayor, mientras el
segundo y € tercer sumando equivalen a valor neto de la captura de la especie x ey,
respectivamente, como resultado del cambio en el stock de la especie x. Luego, esta ecuacion
expresa la equivalencia entre dos oportunidades de inversion, es decir, invertir la renta de
pescar una unidad adicional del recurso frente ainvertir en el recurso dejandolo de pescar.
Una interpretacion andloga puede hacerse de (16), es decir, reflegja € coste de oportunidad de
invertir en e recurso y frente ainvertir la renta procedente de su captura en un bien alternativo.
Si despgjamos P, (i = 1, 2), de las ecuaciones anteriores obtenemos
p=C, - C, - (F>I2 - C,,)F,
r-(g'(x)-H,)
C,, - (P~ Cyu)H, (18)
r-F)

(17)

P,=C,, -

Considerando que de (13) hy, y h, se pueden poner como funciones de x ey, la solucién de
estas ecuaciones proporciona los valores de equilibrio para ambas poblaciones. Estas

ecuaciones nos permiten obtener la evolucién de las capturas para variaciones en e precio.



3 Resultados

En esta seccidn presentamos algunos resultados numéricos. Retornando nuestras ecuaciones

de eqilibrio H:C“'C?-ghKCT?? (19)
- X - «
CZy - (R - Clhl)Hy

r-F)

(20)

P,=C,, -

donde hemos definido C, = a,x*'"h?** 'y C, =a,x**hJ**' Empezamos considerando €l caso en
gue no hay diferencias en la estructura social de las poblaciones, |0 que se traduce en que los
costes de pescar una unidad adicional, tanto del predador como de la presa, aumentan en la
misma cantidad. Asimismo, los costes cuando aumentan en una unidad ambas poblaciones se
reducen en la misma cuantia. Es decir, los parametros que aparecen en las respectivas
funciones de coste de cada especie son iguales. Haremos uso de los siguientes valores de los
parametros a,=a,=1d,=d,=1

a=a=2rn=r,=1

v=02 s =05
K=5

Como tasa de descuento elegimos dos valores p = 0.05y p=0.8

3.1 Precios variando igual para ambas especies

En primer lugar se supondra que los precios cambian de forma conjunta para ambas especies y
gue la tasa de descuento es p = 0.05. La figura 1 muestra los efectos del crecimiento en los
precios sobre |os stocks y sobre las capturas. Inicialmente, para un rango de precios bgo, la
captura aumenta con el precio para ambas especies, sSin embargo, mientras para el predador
alcanza un méximo, después del cual decrece mostrando un tramo de pendiente negativa en €l
gue incrementos del precio llevan a una disminucion del nivel de las capturas, 1o que es
definido como sobrepesca biolgica, Copes (1970) y Clark (1973); parala presa este efecto no
se observa, sino que se aproxima asintéticamente a un maximo, estas curvas seran equivalentes
ala curva de oferta descontada de la pesqueria de una especie, Clark (1990). Por supuesto, €l
comportamiento de la captura tiene un efecto sobre los stocks. Mientras el predador decrece

de forma continua, la presa, que estd sufriendo los efectos combinados de la captura y la



predacion, frena su disminucién cuando se alcanza el maximo de la captura de su predador. El
aumento de la tasa de descuento tiene importantes consecuencias como queda de manifiesto en
lafigura 2, en este caso hay tramos de pendiente negativa en la curva de oferta para las dos
especies, asimismo se acentla sobre la poblacién de la presa € efecto del méximo de captura
en los predadores.

FPrecia
-
=

1 (1] 1 1.5 4 5 3 15
Unidades Peso

Figura 1. Curva de oferta descontada para € predador.(raya-punto) y la presa (punteada),

curva de los stocks, en discontinuo el predador y continud la presa, cuando p = 0.05.
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Figura 2:Curva de oferta descontada para €l predador (raya-punto) y la prensa (punteada),

curva de los stocks, en discontinuo el predador y continuo la presa, cuando p=0.8.
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