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1. Introduccion

En este trabgjo se introducen dos clases de relaciones de preferencia: las k-aciclicas y las k-
transitivas, con objeto de tratar analiticamente una gran variedad de comportamientos humanos
gue se enmarcan en lo que los sicdlogos de la decisién denominan raciondidad limitada. La
primera clase abarca desde la asimetria hasta la aciclicidad y la segunda desde la aciclicidad
hasta la cuasitransitividad. Con estas relaciones de preferencia se dispone de una gama ordenada
de supuestos de coherencia, correspondientes a niveles crecientes de racionaidad. El trabgjo se
completa con un programa informético con € que, a partir de la matriz booleana asociada a la
relacién de preferencia de un agente, sobre un conjunto finito de opciones, se determina e grado

de coherencia alcanzado por éste.
Notacion

Una relacion binaria sobre un conjunto no vacio X es un subconjunto del producto cartesiano X x

X.S RI_Xx X, se emplearatanto la notacion conjuntista (X, y) T R como la predicativo X RYy.
Dadas dos relaciones binarias R, 5 sobre X, se empleaxa |a siguiente notacion:

1. D={(x,9 T XxX|x= g eslardaciondiagonal deX[ xDgU x=¢.
2. R'={(x g1 XxX(x ¢)T R} eslardacioninversadeR[ xR-"'yU ,gRX].



3. R°=1(x 91 XxX]|(x gl R)} eslareacion complementodeR[ xR° g U
no xRg.

4, RCS={(x 9T XxX|[(x 9l Ry (x 91 S} eslarelacion interseccion de R
con S[XRC S yU (xRgy xSg).

5. RES={(x9 T XxX |(x9T Ro (x,01 SeslardacionuniéndeR con
S[X(RE9yU (xRg oxSy).

6. RoS={(x,y)T XxX | %21 Ry(zy)l Spaadginzi X} eslardacion
composiciondeRconS[ x(RoSyU $z 1T X(xRz y zSy)] -

7. R"eslardacion potencian-ésmade Ry sedefinepor: R°= D, R*' = R*oR.
Definicidn

Unarelacion binaria R sobre un conjunto X es:

1. reflexivasysdlos DI R[" xT X xRX].

2. irreflexivasi y sOlosi R esreflexiva[" x1 XnoxRx].

3. siméricasysolos R R'["x,yT X xRyP yRX].

4. asméricasiysilos RC R'= £["x,yl X xRyP nogRX.

5. aciclicasysilos"nl IN R'CR'=Z£["nT IN "x,---,%1 X
(%1 Rxz, 2 RC3, - - -, Cra-, RCp) P nocp RXq].

6. trangtivasi y solos Rl R["x,y,z1 X (XRyyyR2zP xR7.

7. negativamente transitivas y sdlo s R® estransitiva[" x,y,z T X (noxRy yno
yR2P noxRZ.

8. completasi y solos RUR" = XxX["x,yl X (XRy o yRX)].

Relaciones de preferencia

Se define como nocion primitiva la de preferencia fuerte o estricta, mediante una relacion
binaria asmétrica P sobre & conjunto de opciones X '/, llamada relacion de
preferencia, de forma que x P y se interpreta como " x es preferidaay " 0" x es mgor
quey ". Lareacion de indiferencia asociada, |, se define como ausencia de preferencia
estricta: | = P°C (P1)°= (P E P en otras palabras, " x esindiferenteay " cuando "ni

x es preferidaay ni y espreferidaax”. De esta construccion se sigue que | esreflexivay



simétrica'y que, para cualquier par de opciones x, y 1 X, se da unay solo una de las tres
situaciones: X Py, y P x, x | y. Por tanto, la relacion de preferencia no estricta, P E |, es
completay, en consecuencia, reflexiva. A partir de ahora, siempre que no se especifique

lo contrario, se entendera que las preferencias son estrictas.

En e andlisis de la coherencia que se lleva a cabo en este trabajo se consideran, ademas
de las clases de relaciones de preferencia k-aciclicas y k-transitivas, introducidas aqui,

otras que son clasicas en laliteratura'y que vienen definidas de la siguiente forma:

1. Aciclicas: P esaciclica

2. Cuasitrangtivas. P estrangtiva

3. oOrdenesdeintervalo: Pol oPi P[" ¢y Coc3Cal X(Ci PCyCal s YC3PCy)
P c.Pcy.

4. Semiordenes. PoloPi yPPCl1%=q.

5. Preordenes completos. P es negativamente transitiva, o cua equivale a que la
relacion de preferencia no estricta, P E |, sea transitiva y, a su vez, a que sean

transitivasPy I.

Cada una de estas clases de relaciones de preferencia contiene a la siguiente, por lo que,
salvo en las aciclicas, P es transitiva; en cambio, a excepcion de los predrdenes

completos, | no es necesariamente transitiva.

Ciclosen las preferencias

Una relacion de preferencia P sobre X tiene ciclosde orden m 1 IN s y sdlo S existen
X1, Xm | X tales que ¢y P Ca, C2, P C3.. Cm1 PCm Y Cm Pcy Por ser P asimétrica (y
por tanto irreflexiva), no tiene ciclos de orden 1 ni de orden 2. Asi, P no tiene ciclos de
oodenm>30 P""C¢D,=A£0 P""CP'=& U P"i PE I. Obviamente, P es

aciclica cuando no tiene ciclos. Este tema se trata con detalle en nuestro trabajo [5].

2 k-aciclicidad y k-transitividad
A continuacién se presentan las clases de relaciones de preferencia k-aciclicas, aquéllas

gue no tienen ciclos de orden menor o igual quek + 1, y las k-transitivas, aquéllas cuyas



potencias de grado mayor o igua que k estén contenidas en si mismas. Mientras que las
primeras pueden tener ciclos, las segundas son siempre aciclicas, pero no necesariamente
transitivas' .

Las propiedades matematicas impuestas a estas relaciones de preferencia no son
gratuitas: obedecen a deseo de dar tratamiento analitico a una gran variedad de casos
redistas que forman parte de lo que suele denominarse racionalidad limitada® '. Con este
apelativo pueden calificarse comportamientos humanos, tales como los olvidos de
declaraciones de preferencia ya hechas, la falta de interés e informacion por las opciones
a contrastar y los descuidos por falta de atencion. Las manifestaciones de racionalidad
limitada tienden a acentuarse cuando aumenta el nimero de opciones a comparar. Dicho
aumento suele originar un mayor nimero de preferencias consecutivas encadenadas, 1o
que puede facilitar la aparicion de ciclos en las preferencias, dando lugar a relaciones de
preferencia no aciclicas. Con € fin de reflgar los comportamientos relatados, hemos
introducido las relaciones de preferencia k-aciclicas. Con elas se moddlizardn y

ordenaran, mediante |os valores de k, los diversos grados de coherencia asociados.

En ocasiones |os agentes pueden cometer intransitividades en sus preferencias sin llegar a
tener ciclos en ellas. Seria € caso en € que tras manifestar preferencia entre los
diferentes eslabones de una cadena de opciones, a final se mostrara indiferencia entre la
primeray la tltima opcion. Por otro lado, parece natural que se acumule laintensidad de
preferencia entre opciones preferidas unas a otras, de manera que, a medida que aumente
el nimero de manifestaciones concatenadas de preferencia, disminuyan las declaraciones
de indiferencia entre los extremos. Para tener en cuenta ambos fendmenos hemos
introducido las relaciones de preferencia k-transitivas, las cuales van a permitir modelizar
y ordenax, segin sea k, los diferentes niveles de coherencia correspondientes a los

citados comportamientos.

'En nuestro trabajo [6] se lleva a cabo un andlisis més completo sobre las relaciones de preferencia k-
aciclicasy k-transitivas.

%L a nocién de racionalidad limitada, establecida por Simon para reflgjar 10s comportamientos humanos
en la toma de decisiones, ha sido ampliamente estudiada por los sicélogos Kahnemann y Tversky. A

este respecto puede consultarse el trabajo de Uriarte [10].



A continuacién, después de definir € concepto de k-aciclicidad, se muestran las
relaciones existentes en la clase de preferencias k-aciclicas y se pone de manifiesto que la
nocion de k-aciclicidad es, en genera, distinta para cada valor de k. Abarca desde la
asimetria hasta la aciclicidad, modelizando asi una gama ordenada de supuestos de
coherencia, correspondientes a niveles crecientes de racionalidad limitada. Como en €
caso anterior, una vez definida la nocion de k-transitividad, se establecen las relaciones
gue existen en la clase de preferencias k-transitivas, para distintos valores del pardmetro
k, de manera que se garantiza la existencia de una escala ordenada de modelos, entre la

cuasitrangitividad y la aciclicidad, relativos a niveles decrecientes de coherencia

Definicion
Sean P unarelacion de preferenciasobre X y k1 IN. Sedice que P esk-aciclicas y
sdlo s no tiene ciclos de orden menor o igual quek + 1, esdecir cuando P"i PE |

(equivalen- temente, P™*

G D=A) paracuadquier m<Kk.
Proposicion 1
Paracualquier kT IN severifica
1. Todarelacion de preferenciaes 1-aciclica
2. Todareacion de preferencia aciclica es k-aciclica.
3. Todareacion de preferencia (k + 1)-aciclica es k-aciclica.
4. S X tiene a menos k + 2 elementos, entonces existen relaciones de preferencia
sobre X que son k-aciclicas pero no (k + 1)-aciclicas.
DEMOSTRACION:
Los tres primeros apartados son obviamente ciertos. Respecto al cuarto, sean
X:--{C1, .., Cs2, ...} YP={(Ci, Cir1) | I T {1,...kH}}E{(Cks2, C1)}. ComoP"C D=
A paracualquier mEk+ 1 yP*?C Dt A&, por [5, 2.1.2] setiene que P es k-aciclica,

pero no (k + 1)-aciclica

Definicion
Sean P unarelacion de preferenciasobre X y k1 IN. Sedice que P esk-transitivasi y
sdlos P P paratodo m3 k, esdecir, cuando para cualquier m3 ky cuaesquierac

1,000y Cmy Cme1 1 X severificar (c; PCy, €2 PCs, ..., C PCegy P C1 P Cines.



Tal como puede observarse, las nociones de I-transitividad, 2-transitividad y

cuasitransitividad resultan equivalentes.

Proposicion 2

1.
2.

Paracualquier kT IN toda relacion de preferencia k-transitiva es aciclica

Existen relaciones de preferencia aciclicas que no son k-transitivas para ningdn k

T IN.

Para cuadquier k T IN toda relacion de preferencia k-transitiva es (k + 1)-
transitiva

S X tiene a menos k+ 1 elementos, con k 3 2, entonces existen relaciones de

preferencia sobre X que son (k + 1)-transitivas pero no k-transitivas.

DEMOSTRACION:

1.
2.

Por laequivalenciaentre 1y 3de[5, 3.1.2].

ParaX = IN, s sedefinexPy U y=x+ 1 setiene xP"yU y=x+m;
resulta inmediato comprobar que P es aciclica pero no es k-transitiva para ningn
kT IN.

Obvia

ParaX = {Cy,..., Cxs1,.. YP = {(Ci, Cix1) i T {1,...K}} severificaP" = A para
cualquier m3 k + 1; luego P es (k + 1)-transitiva. Sin embargo, ¢; P’cis1y ¢, |

Ck+1; por tanto P no es k-transitiva.

A continuacién se prueba que, cuando € conjunto de opciones es finito, lainfinita cadena

virtual de supuestos de coherencia, basados en la k-aciclicidad y la k-transitividad, se

colapsa en la aciclicidad, estableciéndose asi una ordenacion finita de niveles de

comportamiento racional, cuyo limite es la cuasitransitividad.

Proposicion 3

S X tiene n elementos, P es unarelacion de preferencia sobre Xy k3 n - 1, entonces son

equivalentes:



P es k-aciclica

P es aciclica.

P'= A&
P"= /& paraaginmi IN.
DEMOSTRACION

2 b 4 Por reduccion al absurdo, supongamos P aciclicay P™* A entonces existen n +

1
2
3. P"es(k+ 1)-transitiva
4
5

1 elementos Cy,..., Cn+1 talesque ¢c; PCy, €2 PCs, ..., €y P Cher, Como X sOlo tiene n
elementos, a menos uno esta repetido, por 1o que P tiene ciclos, en contrade o
supuesto.

4 p 5: Obvia

5 Pb 2 Por[5,3.13].

1 P 2 SeaPk-aciclica; como k3 n- 1, Pno tiene cielos de orden menor o igua que
n. Supongamos, por reduccion a absurdo, que P no es aciclica. Tal como ha sido
probado, 2 y 4 son equivalentes, luego P'* A entonces existen n + 1 elementos ¢
L, Certalesquecy; Pcy ca Pes, ..., €y P Chig, Como X solo tiene n elementos,
a menos uno de ellos esta repetido. De aqui que P C D! A paraagin m £ n.
Por tanto, existen ciclos de orden menor o igual que n, o cua es absurdo.

2 b 1. Por2deProp. 1.

4 b 3:Si P'= A entonces cuaquier potenciade P de grado mayor o igual que n
también es vacia, luego esta contenida en P.

3 b 2:Por1ldeProp. 2

Sintesis

A continuacion se muestran, a modo de resumen, dos cadenas de japlicaciones y

equivalencias, una para € caso generad y otra para € caso finito, relativas a las

propiedades de |as relaciones de preferencia. Ambas comienzan en la 1-aciclicidad (toda
relacion de preferencia goza de esta propiedad), siguen por la k-aciclicidad, para vaores
crecientes del pardmetro k, pasan por la aciclicidad, la cual establece la frontera entre las
propiedades de k-aciclicidad y de ktransitividad, siguen por la k-transitividad, para
valores decrecientes del parametro k, hasta llegar a la cuasitransitividad, pasan por los

ordenes de intervalo y por los semiérdenes y acaban en los predrdenes completos, los



cuales constituyen € modelo convencional, aunque en muchos casos no €l mas realista,

de coherencia
infinitas opciones n  opclones
| preorden completo I ' preocrden complete ]
oA oW
[ semiorden | [ semioeden |
oA 4o
| orden de intervals | [ orden de intervalo |
LA o
[ cussitransitiva | [ cuasitransitiva |
I 1T-
I-transitiva 1-Eransitiva
1 I
-transitiva 2-Lransitiva
L o# P
I-trangitiva J-Lransitiva
Lo P
L o# o
k-transitiva [{n — L}-transitiva
b o¥ L
{k + 1)}-transitiva k-transitiva (& > n)
Log L
[ aciclica |
b ¥ s
L aciclica k-aciclica (k> n—1}
4+ ¥ o
4 [ — 2y-nelelicn
Lo o
{k + 1)-aciclica .
v COE S
E-nciclica 2-nclclica
L7 LA
I-aciclica
17
I-acichca
Lot

l-acielica



3 Deter minacion de la coher encia con matrices booleanas

Para determinar en la practica qué propiedades, de las aparecidas en € cuadro anterior,
verifica una relacién de preferencia sobre un conjunto finito de opciones, tendremos en
cuenta € isomorfismo existente entre relaciones binarias y matrices booleanas. Asi, €
andlisis de la coherencia de los agentes que muestran sus preferencias sobre pares de
opciones se llevard a cabo de forma computacional, mediante las matrices booleanas

asociadas.

El algebra de matrices booleanas

A partir del dgebra de Boole ({0, 1}, +, ., ©), cuyas operaciones vienen dadas en las

siguientes tablas:

+10]| 1 : 0 |1 ¢
0|01 0O |0 |0 110
1111 1 0 |1 0 |1
Se define e &lgebra de matrices booleanas (Mum ({0, 1}), +, Q, ", ', ¢, O, In,), que es

detipo (2, 2,2, 1,1, 0, 0), donde M, ({0, 1}) es el conjunto de matrices cuadradas de
orden n sobre {0, 1}, 0, eslamatriz nula, I, es lamatriz identidad y |as operaciones entre

matrices bool eanas se definen como siguen® :

suma: (M + N)(i,j) = M(i,j) + N(i,)),

producto I6gico: (M [ N)(i,j) = M(i,j) - N(i,j),

producto: (M:N)(i,j)= a M(i, k) e N(k, j),
k=1

trasposicion: M (j, j) = M(j, i),

complemento: M(i,j) = (M(i,j))°

Proposicion 4
Sea R(X) e conjunto de relaciones binarias sobre X = {xq,...,X.}. Laaplicacion /&£ : R(X)
----> Mn({0,1}), definida por AR) = Mg, con Mg(i,j) = 1,5 x R¥ Yy Mg(i, j) = 0, en



caso contrario, es un isomorfismo entre e dgebradR(X), E, C,0,*,¢, £ Diiy d
élgebraévlan ({ Oai})!+1Q1 " t! Caomln')'

En otras palabras, A es biyectivay, para cuaquier par de relaciones binarias R y S sobre

X, se verifican las siguientes propiedades:

MRus = Mg + Ms, Mgres = Mg Q Ms, Mros = Mg - M,

Mgr1 = Mg, MgC= Mg, Mze= On, Mpb = [,.

DEMOSTRACION: Si Ry S son dos relaciones binarias sobre X tales que Mg = Mg,
entoncesxi Rxj U Mg(i, j) = 1U Mg(i,j) = 1U x Sx, esdecir R= S, por otra parte,
dada una matriz booleana M T M, ({0, 1}), se tiene que M = Mg, con R la relacion
binaria sobre X definida por x, R x; U M(j, j) = 1. La justificacion de que /E es un
morfismo de dgebrasdetipo (2,2,2, 1, 1, 0, 0) esrutinaria.

LamatrizM T M, ({0, 1}) es unaaplicacion M: { 1,...,nsymbol 125 \f "Symbol" \s 12°
® {0,1symbol 125 \f "Symbol" \s 12, de formaque M(i,j) es & elemento de M situado

enlafilai columnaj.

Corolario

S Ry Sson dos relaciones binarias sobre X = {xy, ..., XnSymbol 125 \f "Symbol" \s 12,
entonces:

Ri SU Mg+Ms=MsU Mg Q Ms= Mg-

DEMOSTRACION: Se deduce de laProp. 4y por ser equivalentesR1 S,RE S=S
y RCS=R.

Supuesto un conjunto finito de opciones sobre e que un agente muestra sus preferencias,
una vez conocida su relacion de preferencia, quedan determinadas las matrices asociadas

a sus relaciones de preferencia, P, y de indiferencia, | = (P E PY)% Mpy M, = (Mp +



Mp)©. A partir de ella,s, conocer €l nivel de coherencia alcanzado pasa a ser un problema
puramente computacional, tal como se pone de manifiesto en la siguiente proposicion, en
la que se caracterizan mediante matrices booleanas |as clases de relaciones de preferencia
aparecidas en € cuadro resumen. Esto se evidencia, aun mas, con € programa

informatica con e que finaliza el trabajo.

Proposicion 5

S P una relacion de preferencia sobre X = {X;...,X,symbol 125 \f "Symbol" \s 12,

entonces:

1. Pesk-aciclicalU Mp™* Q 1,=0," mi {2,..., k}.

2. Pesacicdica U M, =0,

3. Pesk-transtivalU M,"+ M, = M," mi {k,..,n-1}.

4. Pescuastransiival Mg + Mp = Mp.

5. PesordendeintervaoU Mp- M, - Mp + Mp = Mp.

6. PessemiordenU Mp-M,-Mp+ Mp=Mp y M QMZ=0,
7. Pespreorden completo U Mp? + Mp= Mpy M +M, = M,.

DEMOSTRACION: Es consecuenciainmediata de la Prop. 4 y su corolario, a
considerar |as caracterizaciones de las diferentes clases de relaciones de preferencia que
se detallan a continuacion:

1. Pesk-aciclical P™ C D=q" m1 {1,..k}. No es necesario comprobar € caso m
=1, por ser P asimétrica.

2. P es aciclicasymbol 219 \f "Symbol" \s 120 P™ = symbol 113 \f "Symbol" \s 12q, por
laequivalenciaentre 2y 4 delaProp. 3.

3. Pesk-transitivasymbol 219 \f "Symbol" \s 120 P" symbol 206 \f "Symbol" \s 121
P symbol 34 \f "Symbol" \s 12" m > k. Por la Prop. 3 no es necesario verificar los
casos en los que m > n, ya que en ellos lak-transitividad coincide con la aciclicidad.

4. P escuasitrangtivasymbol 219 \f "Symbol" \s 120 P? symbol 205 \f "Symbol" \s
12i P, por definicion.

5. Pesun orden deintervalo symbol 219 \f "Symbol" \s 120 P ol o P symbol 205 \f
"Symbol" \s 12 P, por definicion.




6. P esun semiorden symbol 219 \f "Symbol" \s 12U Po | o P symbol 205 \f
"Symbol"\s12] P y [P? Ymeol 199 ymbolis126 |2 — qumhol 198 \f "Symbol" \s 12/,
por definicion.

7. P esun preorden completo symbol 219 \f "Symbol" \s 120 P* symbol 205 \f
"Symbol" \s12i P y 1> symbol 205 \f "Symbol" \s 12i 1.

Programa informatico

El programa informética que se presenta a continuacién ha sido elaborado en MATLAB
y esta basado en la Prop. 5. A partir de la matriz booleana asociada a una relaciéon de
preferencia sobre un conjunto finito de opciones, e programa detecta el cumplimiento o
no de cada una de las propiedades aparecidas en € cuadro resumen. Si larelacion es k-
aciclica, kaci sefidla € valor méximo de k para € que lo es 'y, S es k-transitiva, ktran

indicael valor minimo parae quelo es.

function y=coher(a)
x=size(al);

i=ones(x)-min(a +a,ones(x));
i2=min(i”2,0nes(x));
P2=min(a*2,0nes(x));

pip=min (a* i*a, ones (x))

p2i 2--min«a*2).* (i-2) ,0nes(x));
kaci=x-I;

ktran=2;

% Verificacion de: aciclicidad(aci), cuasitransitividad (cuasitran),

% orden de interval os (0j), semiorden (semior) y preorden completo (preorcom).

aci=al(al(a*x<=0))

cuasitran=all(all (p2<=a));
oi=all(al(pip<=a));
semior=all([oi, I (all (p2i2<=0))]);
preorcom=all(Ecuasitran,al(al(i2<=i))]);



if cuasitran == 0,
if aci == 1;
k=size(a1);
while (min(a-k,ones(x»<=a);
k=k-I;
end;
ktran=k+l;
else
ktran=0;
k=3
while (trace(a-k) == 0);
k=k+;
End;
kaci=k-2;
end;
end;

y=[kaci, aci, ktran, cuasitran, oj, semior, preorcom, X];

4 Consideracionesfinales

Tanto en e andisis econébmico como en la teoria de la decision se han utilizado varios
supuestos de comportamiento racional, basados en diversas estructuras preferenciales:
los predrdenes completos, que constituyen la hipétesis convencional y que reflgan una
capacidad perfecta de discriminaciéon, al suponer transitivas tanto la relacion de
preferencia como la de indiferencia; los semidrdenes, Ordenes de intervalo y las
estructuras cuasitrangitivas, donde la relacion de preferencia es transitiva, pero no lo es
necesariamente la de indiferencia, que captan la existencia de umbrales en la percepcion;
y las estructuras aciclicas, que permiten intransitividades tanto en la relacion de

preferencia como en la de indiferencia.



En este trabajo se han introducido dos clases de relaciones de preferencia: las k-aciclicas,

més débiles que las aciclicas, y las k-transitivas, que son aciclicas pero no necesariamente

cuasitransitivas. Con €llas se dispone de una gama de modelos de coherencia, tanto mas

amplia cuanto mayor es € nimero de opciones a contrastar por los agentes. Los

resultados tedricos obtenidos y € programa informética elaborado establecen un puente

entre la teoria normativa de la decision y la descriptiva, permitiendo utilizar supuestos de

coherencia més redistas que los habituales y su contrastacion empirica
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