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Resumen

En este trabgjo pretendemos redizar un andlisis comparativo de los planes de
aportacion definida y de los de prestacién definida de sistema de empleo, desde €l punto
de vista del bienestar de cada trabajador perteneciente a la empresa promotora del plan,
cuando se considera en ésta flexibilidad en |a oferta laboral.

Este problema lo plantearemos utilizando € método de la programacion dindmica,
considerando que el comportamiento de los rendimientos de las inversiones de los
recursos financieros del fondo se recoge a través de cadenas de Markov.

Para cada tipo de plan, analizaremos los valores que toman el consumo y el ocio, que
maximizaran la utilidad de cada trabajador.

1. INTRODUCCION

Entre las diferentes modalidades de planes y fondos de pensiones que existen
actualmente en el mercado financiero, cabe distinguir de forma especial los planes no
contributivos de sistema de empleo, que son aquéllos que promueven las empresas a
favor de sus trabajadores con € fin de incentivar su productividad y su permanencia en
laempresa, y en los que solo realiza aportaciones a fondo el promotor del plan.

Dentro de los planes no contributivos de sistema de empleo analizaremos |os planes de
aportacion y de prestacion definida. Los planes no contributivos de aportacion definida
se caracterizan porgue la variable que se define es la aportacion que ha de realizar
sistematica y anualmente el promotor del plan a la cuenta de posicion que tiene cada
participe-trabajador en el fondo de pensiones donde se integra aquél. Por tanto, la
prestacion de jubilacion devengada a partir de esa edad a favor de cada participe del
plan en el caso de que superviva, vendra definida como el montante constituido por las
referidas aportaciones y los rendimientos en forma de intereses producidos por las
inversiones de las mismas hasta la jubilacion. En este caso, la fuente de riesgo més
relevante para €l participe-trabajador sera el comportamiento de los rendimientos de las
inversiones del fondo de pensiones.



Los planes no contributivos de prestacion definida se caracterizan porgque son las
prestaciones de jubilacion las que se definen previamente, en funcién del nimero de
anos trabajados en la empresa promotora del plan y del salario final o del salario medio
de los Ultimos afios percibido por cada participe. En este caso, €l trabajador asume
generalmente un riesgo importante respecto a montante que representan las
prestaciones de jubilacion a percibir en su dia s sobrevive a la edad en que ésta tiene
lugar, ya que en estas prestaciones influye la evolucion de los salarios y la edad de
jubilacién, que pueden ser inciertas.

Conviene precisar que en este trabajo sélo consideraremos que ambos tipos de planes
de pensiones cubren Unicamente prestaciones por jubilacién y no por las demés causas
de salida susceptibles de incidir sobre €l colectivo de participes.

2.EL MODELO

Teniendo en cuenta los dos tipos de planes de pensiones que acabamos de resefiar y
los comentarios que sobre este particular se recogen en [11], € objetivo principal de
este trabajo es realizar un andlisis comparativo de los planes no contributivos de sistema
de empleo de aportacion definida respecto a los de prestacion definida, haciendo uso de
lateoria de la eleccién del consumidor y del modelo tradicional del ciclo de vida

En este caso, anaizaremos ambos tipos de planes de pensiones suponiendo que la
eleccion se puede redlizar en términos de consumo y ocio, es decir, entre consumo y
nimero de horas trabajadas, teniendo en cuenta que existe flexibilidad en la oferta de
trabgjo por parte de la empresa promotora del plan y que es a participe del mismo a
quien corresponde decidir € nimero de horas que desea trabajar o dedicar a ocio.

En consecuencia, cada participe-trabgjador del plan tratara de alcanzar el mayor
bienestar posible en términos de la utilidad que le reportan el consumo y e ocio durante
toda su trayectoria laboral. Por su parte, la empresa escogerd aguel plan de pensiones
que teniendo el mismo horizonte temporal, verifique la condicién de indiferencia para la
empresa, es decir, que el valor actual de los costes que conllevan ambos tipos de planes
de pensiones sea el mismo.

Realizaremos €l andlisis de los mismos en tiempo discreto, y trataremos el problema
de la optimizacién utilizando € método de la programacién dinamica.

A través de este modelo, trataremos de ver qué incidencia tiene la flexibilidad de la
oferta laboral sobre el bienestar de los trabajadores en términos de la utilidad que les
reportan el consumo y el ocio durante todo e horizonte temporal de vigencia de ambos
planes, condicionado por la incidencia que la riqueza financiera de cada periodo, la
evolucion saaria y los tantos de rendimiento de las inversiones tienen sobre el
bienestar de |os trabajadores.

En este modelo en e que se considera flexibilidad en la oferta laboral en la empresa
promotora del plan, un plan de pensiones de prestacion definida, garantiza a cada
trabajador una prestacion de jubilacion equivalente al salario percibido en e Ultimo afio



empresa promotora Unicamente garantiza las aportaciones que anualmente dota a la

porcentgje fijado del salario que se devenga anualmente a favor de éste en tanto en
K T
proporcionalmente al nimero de periodos de actividad laboral del trabajador, con € fin

para el andlisis en términos de utilidad.

t "PB, y "™ B,, respectivamente, verificandose que coinciden y toman el
siguiente valor:
*B,="B, =S, V(0,T),

donde V(0,T) es d factor de actualizacion para T periodos. Esta relacion se verifica
cuando se considera como hipétesisque S, = E0(§j) , paratodo j =1, 2,...., T - 1.

Iguamente, remitiéndonos a trabagjo descrito en [11] sobre este mismo tema,
establecemos que el valor fina de la prestacion de jubilacion para un plan de prestacién

definidaviene dado por "PB; =S, _,; y € valor final de la prestacion de jubilacion para

un plan de aportacion definida como “° B, :%(S0 +S +..+S, ).

De aqui se deduce que, alin verificandose la condicion de indiferencia de la empresa,
las prestaciones esperadas para el momento T de jubilacion sdlo coincidirdn en ambos
planes si |os salarios realmente devengados son iguales a los estimados.

2.1 Hipotesisdel modelo

Para analizar este modelo establecemos una serie de hipétesis de partida sobre las
variables y parametros que intervienen en las dos modalidades de planes de pensiones
gue analizamos en este trabajo.

Consideramos para este andlisis mercados incompletos, de lo que se deduce que
puede existir incertidumbre tanto en los salarios a percibir por cada participe como
en los tantos de rendimiento de las inversiones de |os recursos financieros del fondo
de pensiones.

La incertidumbre salaria es especifica del participe-trabajador y diversificable para
la empresa promotora del mismo.

La evolucion salarid, los rendimientos de las inversiones y los tantos de interés
técnicos de valoracion del plan son independientes.

Cada participe-trabajador del plan presenta aversion a riesgo. Por este motivo, se
elige para este andlisis una funcién de utilidad de tipo logaritmica, creciente y



concava, que verifica las condiciones que ha de cumplir una funcion para que sea
representativa de este tipo de inversor.

Las prestaciones a percibir por los trabajadores en e momento de la jubilacion
dependeran de que los tantos de crecimiento salarial y los tantos de rendimiento de
las inversiones sean ciertos o aleatorios.

Los salarios a percibir por los trabajadores tanto para los planes de aportacion
definida como para los de prestacion definida, serén conocidos o inciertos, segin
gue los tantos anuales de crecimiento salarial sean ciertos o aleatorios.

2.2 Variablesy parametros del modelo

En este apartado especificamos y definimos las variables y parametros més
significativos que intervienen en e modelo de planes de pensiones objeto de estudio.

C =(c,,C,,...C,.,), consumos que lleva a cabo cada participe durante los

periodos de actividad laboral del trabajador de la empresa promotora del plan de
pensiones analizado.

L =(Ly,L;, ..., C;_;) , nimero de horas que dedica al ocio cada participe del total de
tiempo posible atrabajar. Es una de las variables de control del problema analizado.

i =(iy,0y,..Ir.,) , tantos de interés técnico de valoracion vigentes en cada uno de
los periodos del horizonte temporal analizado. En consecuencia, los factores de
capitalizacion para estos periodos seran R, =1+i, y R, =1+i, para todo
j=12,..,T-1.

M=(M,,M,...M _,), riqueza o recursos financieros disponibles por cada
participe-trabajador en cada periodo del horizonte temporal del andlisis del modelo.
B, , prestacion por jubilacion pagaderaen T a trabajador que adquiere la condicién
de pensionista en ese momento y que tomara diferente valor seguin corresponda a un
plan de aportacion definida o a uno de prestacion definida.

A0 B,, valor actua de las contribuciones anuales debidamente capitalizadas a tanto
que produce la inversion de las mismas para planes de aportacion definida, y “° B,

su valor fina alaedad de jubilacion del participe. Asi:

g :?1(50 +---+§r.1):§[(1' L. ,)+a(- L, ,)+b- L),

donde a=(1+, ,S; ,);b=(1+,,S;.,) Y p=s), sdario por hora.



PPB,, valor actual de las prestaciones proyectadas de pension de jubilacion para
planes de prestacion definida, y "° B, , su valor final. En este caso:

PB; =S, = (L ,5,)(1- Lry).

r=(ry,m,, ..M, tatos de rendimiento de las inversiones de los activos del

fondo del plan que rigen durante e horizonte tempora del andlisis. Estos tantos de
rendimiento pueden ser constantes para todo momento o aleatorios, en cuyo caso su
evolucién se recoge a través de un proceso markoviano de tipo discreto, que viene
definido a través de la matriz de paso o de transicion que le caracteriza,
considerando para €l andlisis tres tipos de rendimiento: bajo, r®; medio, r" ;alto,
r”;y que se construye de la forma siguiente:

r® Pee Psw Pea
r Pus Pum Pwa

r Pas Pav Paa

P: Matriz de paso o de transicion

S=(S,.S,,.... S;.,), sdarios que se devengan anualmente a favor de cada

participe-trabajador de la empresa promotora del plan durante su actividad laboral en
la misma. Estos salarios pueden ser conocidos y constantes para todo momento o
inciertos. En este Ultimo caso su evolucion viene recogida a través de un proceso
markoviano que viene definido por la matriz de transiciébn o de paso que le
caracteriza y que establece la evolucién en € tiempo de los tantos de crecimiento
salariales en términos de probabilidad, considerando ahora tres tipos de tantos: bgjo,
s°, medio, 8" y dlto, ™.

s ¢ &

S| Pes Psu Pea
M Pwe Pwv Pua

S|P Pav Pan

P': Matriz de paso o de transicion



S=(,S,, 1S, 1.15r) , tantos anuales de crecimiento salarial. Su evolucion viene
definida a través de procesos markovianos.

2.3 Optimizacion del problema

Pararedizar el andlisis que en términos de bienestar reporta el consumo y €l ocio a
cada trabajador de la empresa promotora del plan, considerando la condicion de
indiferencia para la empresa ya comentada anteriormente, utilizamos un modelo de
optimizacion intertemporal en € que las preferencias por e consumo y €l ocio en €
tiempo de cada participe del plan vienen representadas a través de una funcion de
utilidad de tipo logaritmico que describe adecuadamente la aversiéon a riesgo de cada
uno de ellos, y que viene dada por la expresion:

éd U éd U
U(CyersCr s Ly Lry) =109(Cy) + Eo g 10g(C, )5+ 10g(L,) + A log (L),
€n=1 u €n=1 u

En e momento final del andlisis, T, cada trabagjador consumira todos sus recursos
disponibles considerando entre ellos la prestacion de jubilacion que percibira en ese
momento y que vienen definidos a través de la restriccion presupuestaria:

M;=C, =(M;, +S; ;- C )R, +B;

Resolveremos € problema de optimizacion intertempora para T periodos
recursivamente, maximizando la funcién objetivo condicionada a la restriccion
presupuestaria utilizando el método de los multiplicadores de Lagrange para determinar
el consumo y ocio Optimos para el periodo (T-1, T).

max  U(C;.;,Cq,Ly.y) =10g(C;. ;) +10g(C; ) +log(L;_,)

Cr1.Crilra

sa: My =C; =[Mq + p(+y,8) A- Liy) - Gyl Ry, + p(+e,8,) - Lry)
La funcién Lagrangiana asociada a este problema de optimizacién viene dada por:
L(Ct.1,Cr. Ly, ) =10g(Cry) +10g(Cy ) +log(L ;)

- [CT - ([MT-l + p(1+T-ZST-1) (1' LT-l) - CT-1] RT-l
+ p(1+T-ZST-1) (1' LT-l))]



Condiciones de 6ptimo:

w1

= -l R ,=0
Cr, Cr,
T“_ :i_ | =0
1C, C,
L 1

= -1 p@+ R ., +1)=0
T“_T_l LT_l p( T-ZST-l)( T-1 )
L

ﬂ_|:CT - (M7, +pQ+, 8@ L)) - G IR, + p(L+, ,8:,)(A- L)) =0

De donde se obtiene:
C1*' =R, G,

- 1 - CT-l RT-l
FIPQ+r 58 )l (R 1) pQr 580 )(Rry +1)

T-1

Operando, obtenemos los éptimos para los periodos Ty T -1, tanto para un plan de
prestacion definida como para uno de aportacion definida:

PDCY = M R+ p(+r,8) (R +1)

T
3

PO = Mo Ry + P+ ,800) (R +1)
T-1 3R,

PO Y - M Ry + PQ+,800) (R +1)
T-1

3p(1+r.,8r.) (R 1)

MT-l RT-1 + p(1+T-ZST-1)(RT-1 +1) +2[(1' Lo) + (1+T-3ST-2)(1' Ll) - 2(1+T-ZST-1)]

ADC_’I*_ - 2
AD MT-l RT-1 + p(1+T-ZST-1)(RT-1 +1) +2[(1' Lo) + (1+T-3ST-2)(1' Ll) - 2(1+T-ZST-1)]
CT-l = 3R-|-
-1

MT-l RT-1 + p(1+T-ZST-1)(RT-1 +1) +2[(1' Lo) + (1+T-3ST-2)(1' Ll) - 2(1+T-ZST-1)]
3p(A+r.2Sr.1) (Ry, +1/3)

ADc* —
T+ =




La utilidad indirecta para los planes de prestacion definida 'y de aportacion definida,
respectivamente, viene dada por:

"V, (M) =log(C; ) +10g(C; ) +log(L; )

T-1 RT-l + p(1+T-ZST-1)(RT-1 +1)l;|
3 t

é 1 u
€& g
&P+ .S (R, +1) G

:3|09eM +loge L9,
8 &R 5

V1 (M) =log(*°Cy ) +10g(*°C7) +log(*°L; )
gM 11 Rea # P58, (Rey +1) +g[(]—' Lo) + (+r.58:,)(A- Ly) - 2(1+T-ZST-1)]3

-

=3loge G

é 3 a

e 1]
ER .5 8p(1+,,5 (R, +1/34

Para calcular €l consumo 'y €l ocio 6ptimos para € periodo (T-2, T-1) procedemos de
igua forma. Asi, si el trabajador decide consumir al comienzo del periodo C; , y L. ,,
lariqueza financieraal final del periodo ser&

Mr,=[My, +p@- Li,)- CrLlR,.

Por tanto, teniendo en cuenta esta riqueza, la utilidad que en términos de consumo y
ocio le reportara a trabajador, vendra dada a través de la funcion de utilidad indirecta:

Vi, (M ;)= max{log(C;_Z) + |Og(Lf,-_2) + ET-Z[\/T-l(MT-l)]}!

donde sustituyendo € valor de la utilidad indirecta Vr.1(M+.1) ya calculada previamente
para ambos tipos de planes de pensiones, se obtendrén los consumos y ocio Optimos

correspondientes a ese periodo, es decir, C._, y L;_,. Procediendo de esta forma, podréa
determinarse la funcion de utilidad indirecta para cualquier momento ti {0,..., T},

definiendo €l problema de optimizacion intertemporal para T periodos como una
secuencia de problemas de optimizacién de dos periodos.



3. CASO PRACTICO

3.1 Tantosdeinterésinciertosy salarios conocidos

En este primer caso consideramos que la evolucién de los tantos de interés técnicos
de valoracion del plan utilizados durante € horizonte tempora del andlisis coinciden
con los tantos de rendimientos de las inversiones del fondo de pensiones, y que dicha
evolucion es desconocida e incierta en e momento de la redizacion del contrato de
pension, siendo la de los salarios conocida e independiente de los tantos de interés.

Recogemos la evolucion de los tantos de rendimiento a través de un proceso
markoviano discreto por medio de la siguiente matriz de paso:

e M A

® 06 03 01
™ 05 04 01
™ |01 06 03

siendo r® = 4%: r™ = 5%; r* = 6%.

Utilizaremos los tantos medios de interés estimado para cada periodo en los célculos
siguientes, siendo éstos:

ro =0.05
M= rB Pus+ rM Pum + rA Pua = 0.046
ra=r® P2+ P2, +r P2, =0.0461

donde Pwvg, Pum Y Pma son las probabilidades de paso entre los estados, suponiendo que
en el momento inicial nos encontramos en e estado r™ =5%.

Una vez establecida la ley que sigue la evolucion de los rendimientos de las
inversiones del fondo, trataremos de determinar el bienestar que en términos de
consumo Yy de ocio reporta a cada participe-trabajador perteneciente al plan constituido
por la empresa que lo promueve, tanto para un plan no contributivo de prestacion
definida como de aportaciones definidas.

A continuacién se describen los valores 6ptimos del consumo, ocio, riqueza
financieray utilidad indirecta para un caso en e que se analizan tres periodos, es decir,
T=3.

Datosiniciales:
RY = (1#,i,) = (I+,r,) =1.055, R™ =(1+,r,) =1.046; R = (1+,r,) =1.0461.
s; = p=40=cte. paratodo t.



APORTACION DEFINIDA PRESTACION DEFINIDA
Ct* I—: Mt Vt(Mt) Ct* I—: Mt Vt(Mt)
t=0| 7442 | 0.144 45 4.582 7.012 0.175 45 4704
t=1(40.123| 0.769 | 75.378 | 4.485 36.817 | 0.920 | 69.287 4.585
t=2(45.773| 0.867 | 45.216 | 3.106 38.518 | 0.492 | 37.310 3.179
t=3|47.879 1 47.879 | 1.680 40.290 1 40.290 1.605

3.2 Tantos de crecimiento salarial y de rendimiento de las inversiones
inciertos

En este apartado se considera que los tantos de rendimiento y los de crecimiento
sdlarial, y en consecuencia, los salarios, son desconocidos e inciertos en el momento de
la implantacién del plan, ala vez que incorrelacionados. Para poder realizar un andlisis
comparativo, se supone que la evolucion de ambos se recoge a través de procesos
markovianos en tiempo finito y con un nimero concreto de estados. En este caso, para
describir la misma se definen de forma independiente dos matrices que recogeran,
respectivamente, las probabilidades de transicion en el tiempo de los tantos anuales de
crecimiento salarial y de los rendimientos de las inversiones del fondo de pensiones,
siendo la evolucion de los tantos de rendimiento, y en consecuencia la matriz de paso, la
misma que para el caso anterior.

Recogemos ahora la evolucion de los tantos de crecimiento salarial a través de un
nuevo proceso markoviano discreto por medio de la siguiente matriz de paso:

g M &
s |04 06 O
10 09 01
$ 170 0 1

siendo £ = 1.5%; ¥ = 206 & = 3%.

Utilizaremos | os tantos medios de crecimiento salarial estimado para cada periodo en
los célculos siguientes, siendo éstos:

S =0.015
S = SB Pgs+ SM Peu + SA P'sa = 0.018
donde P'gg, P'sm Y P'sa SON las probabilidades de paso entre |os estados, suponiendo que

en el momento inicia nos encontramos en € estado s =1.5%.

En este caso, los valores éptimos del consumo, ocio, riqueza financiera y utilidad
indirecta para un caso en €l que se analizan tres periodos, es decir, T = 3 son:
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Datosiniciales:
RY = (1+,i,) = (1+,r,) =1.055; R" =(1+,r,) =1.046; R} =(1+,r,) =1.0461.
s =p=40; a=(1+,s")=1015; b=(1+,s,') =1.018.

APORTACION DEFINIDA PRESTACION DEFINIDA
Ct* I—: Mt Vt(Mt) Ct* I—: Mt Vt(Mt)
t=0| 7.257 | 0.140 45 5.834 7.266 0.181 45 4.538
t=1(38.106| 0.719 | 75.750 | 4.497 38.152 | 0.939 | 74.018 | 4.504
t=2]39.869| 0.742 | 51.308 | 3.175 39.920 | 0.501 | 40.106 | 2.923
t=3(41.703 1 41.703 | 1.620 41.757 1 41.757 1.620

4. CONCLUSIONES

De los resultados obtenidos del caso practico realizado para ambos tipos de planes de
pensiones, cuando se considera la utilidad que reporta a cada trabajador €l ocio y €
consumo realizado en cada uno de los periodos del andlisis, se deducen los siguientes
comentarios.

Cuanto mayor sea la riqueza financiera inicial, e tiempo dedicado a ocio por cada
trabajador serd mayor. En e plan de pensiones de aportacion definida, el nimero de
horas dedicadas al ocio va aumentando a medida que transcurre €l tiempo, mientras
que en e plan de prestacion definida este nimero aumenta y disminuye
alternativamente.

Para una misma riqueza inicial, los resultados obtenidos para el consumo Optimo
son muy semejantes en ambos tipos de planes. Sin embargo, la riqueza financieray
la utilidad que e consumo y el ocio reportan a trabgjador en cada momento es
superior para e plan de aportacion definida, salvo en e Ultimo periodo en € que
précticamente coinciden.

A medida que € salario devengado a favor de cada participe-trabajador del plan es
mayor, aumenta su riqueza financieray el consumo realizado en cada periodo, a la
vez que disminuye el tiempo dedicado a ocio para ambos tipos de planes.

Tomando los mismos datos iniciales, para e plan de aportacion definida
observamos que cuando consideramos tantos de interés inciertos y salarios
conocidos, tanto e consumo como €l ocio Optimos en cada periodo tienen un valor
superior a que alcanzan en e caso de tantos de crecimiento sdaria y de
rendimiento de las inversiones inciertos, ocurriendo lo contrario para los planes de
prestacion definida.
En cuanto a lariquezay a la utilidad a final de los tres periodos, en los planes de
aportacion definida ambas son superiores en € primer caso, es decir, cuando los
tantos de interés son inciertos y € salario conocido, mientras que en los planes de
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prestacion definida, alcanzan valores superiores en €l caso en e que los tantos de
crecimiento salaria y de rendimiento de las inversiones son inciertos.
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