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RESUMEN

Las medidas de desigualdad sobre distribuciones univariantes pueden ser
planteadas desde distintas perspectivas. Una de ellas consiste en
identificar la desigualdad como una distancia entre distribuciones.
Profundizando en este planteamiento, es posible expandir los resultados a
distribuciones multivariantes. Las medidas asi construidas estan
expuestas a diversas criticas, pero en contrapartida gozan de las
propiedades tradicional mente exigidas a este tipo de indicadores.
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1.-INTRODUCCION

Considérese un colectivo integrado por N unidades con pesos respectivos
P1.P2,-..Pn que verifican larelacion 3 p, =1. Sean Xy,X,,...Xn |0sS valores que adopta
i=1

una variable X sobre cada una de las unidades del colectivo. La construccion de
indices para medir la desigualdad asociada con la distribucion de X tiene largos
antecedentes en la literatura estadistica. Recientemente Goerlich(1998) ha efectuado
una amplia recopilacion de las aportaciones mas interesantes sobre el tema.

La calidad de un indice de desigualdad debe medirse a través de un andlisis
de sus propiedades y de su sensibilidad frente a posibles variaciones planteadas
sobre la distribucion para la que se construyen. Las propiedades basicas
habitual mente exigidas para un indice de desigualdad son:

- Independencia del tamario absoluto de las unidades que integran €l colectivo.

- Independencia de |a escala 0 unidad de medida de la variable observada.



- Compatibilidad con € principio de Pigou-Dalton que asegura la minoracion del
valor de la desigualdad cuando disminuye la desviacion entre los valores
observados de X sobre dos unidades en las que no llega a invertirse el orden de
prelacion.

Al margen de las propiedades enunciadas, deben contemplarse otras
referentes a la capacidad de descomposicion de los indices. En ocasiones, €l
colectivo de referencia puede organizarse en grupos de unidades y resulta Util
conocer la desagregacion correspondiente de la desigualdad global. En otras
ocasiones, la variable de interés tiene una definicion compleja en la que participan
un cierto nimero de variables simples. La posibilidad de descomponer € indice de
desigualdad en factores aditivos, permite en estos casos analizar la aportacion de las
distintas componentes a la desigualdad global de la distribucion.

Un primer conjunto de indices de desigualdad utilizados en la literatura es el
gue definen las medidas de dispersion estadistica. Las méas conocidas son:

[mex(x,)- min(x )

- Rango relativo:

m,
- Ratio entre valores extremos; 1- n(x,)

max(x )
- Coeficiente de variacion: C? :% donde V[X]= A (X, - m)p
i=1

N

- Varianza logaritmica: Vlog =g (logx, - logm,)’p,

i=1

Algunas referencias acerca de las propiedades de estos indices pueden verse
en Sen (1973) y Cowell(1995).

El segundo conjunto de indices de desigualdad al que haremos referencia esta
formado por las medidas construidas a partir de la curva de Lorenz. Los més
utilizados son:

- Indice de Gini: cociente entre dos superficies delimitadas por la curva, con una
expresion algebraicaigual a

aéa

X - Xj|pi pj
2m,

|, =

- Distancia méxima entre la curva y la distribucion correspondiente a una situacion
con desigualdad minima, con expresion algebraicaigual a



m|p,
2m,

Referencias clasicas a estos indices pueden encontrarse en Gini(1912) y
Schultz(1951).

Finalmente, sin &nimo de ser exhaustivos ni de relativizar la trascendencia de
otras aportaciones, como la que se deriva de la funcion de bienestar social, haremos
referencia alafamilia de indicadores de Theil generalizados. Esta familia se define
sobre un parametro b através dela expresion:

Como casos particulares, para b =0 y b =1 tomando limites se obtienen los
indices mas difundidos en |as aplicaciones:

aam, 0
T, a loge—=p, y T,(X Iog
)= X 5 )= Sm, gm@

La primera referencia a estos indices es debida a propio Theil(1967).
Posteriormente, otros autores como Shorrocks(1980) y Love y Wolfson(1976) han
analizado lainfluencia del parametro b en la sensibilidad de los indices.

En & ambito econdmico es muy frecuente la utilizacion de las medidas de
desigualdad sobre variables tales como la renta o el gasto. En estas circunstancias,
las unidades del colectivo suelen ser familias cuyos pesos p; estan determinados por

el cociente % entre el nUmero de miembros de la familiay el nimero total de

individuos en e colectivo. Asimismo, la variable X suele hacer referencia ala renta
0 gasto per capita de cada familia. De manera alternativa, es frecuente reescribir los
indicadores de desigualdad haciendo referencia a los valores y, gque en cada unidad

expresan la proporcion de la renta familiar sobre la global o € gasto acumulado por
todos sus miembros frente al total del colectivo.

La propia definicion de los elementos anteriores garantiza las siguientes
equivalencias entre los val ores asociados a | as distintas unidades del colectivo:

Yi:Ni i m =—3axM,

) i=1
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X D.
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Con referencia a las proporciones acumuladas y,, € indice de Thell
generalizado adopta la siguiente expresion

IIO

Tb( =

y losindices particularespara b =0y b =1 son:

T,(X)= A loge™ 2p, =- a 2 loge- 2,
i=1 yl [} =1 p| 4]

Tl(x) = g- Iogeqizm
i=1 pl (%]

2. DISTANCIA ENTRE DISTRIBUCIONES

El concepto de distancia entre dos distribuciones ha sido ampliamente tratado en la
literatura estadistica en distintos contextos. No es € objetivo de este epigrafe
efectuar una revision critica de las diferentes distancias habitualmente utilizadas.
Por ahora, Unicamente nos referiremos a una familia particular de ellas sin entrar en
evaluaciones comparativas frente a otras posibles alternativas.

Considérese que sobre el colectivo propuesto anteriormente, ademas de la
variable X se dispone de otra variable Z a cuyos valores observados |os denotamos
por zj, z,, zy. Unafamilia de distancias entre las distribuciones asociadas a las dos
variables es la que determinala siguiente expresion definida sobre un parametro a

: u
a(x2)= L 4o gEmd
ab)im gnzs g

Dos casos particulares especialmente relevantes son los correspondientes a
a =-1ya =0.Tomando limites parael primero se obtiene la distancia

N

NI
d.(X,Z)=a—~ Iog =P
1( )'= gmz.ra

y parael segundo

X ax,m, 0
do(X,Z)=4& —loge——=ip,
0(%.2) =1 m, mz g



S en lugar de medir la distancia de la distribucion de X a una Unica
distribucion, se pretendiera establecer una distancia con respecto a un conjunto de
distribuciones asociadas con R variables (Z1,Z,, Zg), seria necesario expandir la
expresion anterior incorporando algunos elementos de la distribucion conjunta del
vector Z que tales variables definen.

Un procedimiento simple para construir una distancia global conjunta entre

|las distribuciones asociadas con la variable X y el vector Z, consiste en agregar las
distancias separadas entre la distribucion de X y cada una de las componentes Z,.
Una primera propuesta analiticamente operativa y que permite resolver algunos
problemas de optimizacion es laformulada por Burbeay Rao(1982). Como aspecto
negativo, tiene el inconveniente de ignorar aspectos esenciales de la distribucion

conjunta del vector Z , por lo que en trabajos posteriores, esta previsto analizar otras
propuestas mas complejas. Por el momento limitaremos el planteamiento a una
familia de distancias definida por la siguiente expresion:

d, (x.Z)= aad( z,)

donde a expresa e peso asignado a la componente Z, del vector, verificandose la

., R
relacion aa, =1.
r=1

A los efectos préacticos, es posible determinar el valor de & a traves del

cociente RL

am
r=1

el colectivo de interés.

,ene gque m expresa el valor medio adoptado por la variable Z, en

Si para cada variable Z, denotamos por w,; a las proporciones acumuladas
observadas sobre las distintas unidades del colectivo, es posible referir las distancias
anteriores a los correspondientes valores acumulados de X y Z,. En este caso, la
distancia a una unica componente del vector adopta la expresion:

1 ey, 0
ala+1)i Y Ew

Qo=

d, (X,z,)=

g U
= U
g H

y ladistancia global conjunta con respecto a vector Z puede escribirse como:

ol



N N
verificdndose lasrelaciones § v, =g w, =1 parar=1,2, ,R.

i=1 i=1

En particular, para a =0y a =1 seobtienen las siguientes distancias;

d,(x,2,)=4w, loghe2 d,(X, gy.logg :
=1 Yi o i=1 W,
d (X Z)—ééarw,, Iog : d (x Z)_é'é'ary| log &y, 0 2
reLE Yi o r=li=1 W,

Una vez definida una distancia global entre la distribucion asociada con X y

la conjunta del vector Z , es posible plantearse la determinacion de una distribucion
tedrica y especifica de X para la cual se minimice la citada distancia. Operando
sobre la expresion de la distancia definida para proporciones acumuladas,

minimizando d, (X,Z) con respecto a los valores de y; se obtiene que e valor
Optimo se consigue para:

o[

Y, :kéaéaw
e

Q O,

En particular, para las distancias asociadas con los valores paramétricos
a=-1ya =0, € vaor minimo se consigue respectivamente cuando

R R
Yi =aaw; y yi = Olwﬁ'
r=

Observar que la solucién oOptima correspondiente a caso a =0 esta
determinada por las medias geométricas de las distintas componentes del vector y
en consecuencia, no esta normalizada. En la practica, a los efectos de calcular
distancias a dicha distribucion seria necesario corregir tales valores medios

Yi

N
ay,
i=1

utilizando los cocientes ——

En el caso a =- 1, las proporciones acumuladas obtenidas en e proceso de
minimizacion si que estan normalizadas y se comprueba gue la solucion coincidiria
con la que se hubiese obtenido en e supuesto de haber adoptado una distancia

cuadrética ordinaria, definida mediante la expresion d(X,z)=4 (x - z )’ p, .
i=1

En general, para un valor paramétrico a , si referimos las expresiones que
minimizan la distancia a los valores directamente observados de las variables X y
Z,, se deduce que la distribucién mas préxima a la asociada con €l vector Z esla
gue verificala siguiente relacion:



3.DISTANCIA Y DESIGUALDAD

En e epigrafe 1 se ha presentado la familia de los indicadores de Theil como un
conjunto de alternativas para medir la desigualdad de una distribucion. Analizando
comparativamente las expresiones que determinan dichos indices y la distancia
entre dos distribuciones definida en el epigrafe 2, se comprueba que € indice de
desigualdad asociado con la distribucion de una variable coincide con la distancia
existente entre dicha distribucion y la que corresponderia a una variable que tomara
un valor constante sobre todas las unidades del colectivo.

Si H es una variable que toma un valor constante sobre todas las unidades, la
distancia entre la distribucion asociada con X y lade H adopta la expresion:

d, (X,H) =

Es facil comprobar que esta expresion coincide con el indice de desigualdad
T,(X) cuando b =a +1.

De forma equivalente, reescribiendo el indice de desigualdad con referenciaa
las proporciones acumul adas puede comprobarse que:

siendo por |o tanto esta Ultima expresion equivalente a la enunciada anteriormente.

Observar que una variable con valor constante sobre todas las unidades del
colectivo, ofrecera unas proporciones acumuladas idénticas a los pesos asignados a
cada unidad y en consecuencia, representara una situacion con desigualdad nula o
de reparto uniforme. En particular, los indices de Theil correspondientes a los
valores paramétricos b =0 y b =1 estan determinados, respectivamente, por
d,(X,H) y d,(X,H).

Para construir un indicador de la desigualdad global asociada con la
distribucion conjunta del vector Z, Maasoumi(1986) propone representar la citada
distribucion por una Unica distribucion univariante convenientemente elegida,
siendo la medida de desigualdad de esta ultima la que se asociaria a todo €l vector.



Como tal distribucion se propone elegir la mas proxima al vector en e sentido de
que minimice la distancia d, (X,Z). Consecuentemente, la desigualdad global

asociada con el vector Z adoptard la expresion T, (Z) =T,(X)) =d,.,(X,H), siendo

la distribucion de X la que minimiza la distancia d, (X,Z) y Cuyas proporciones
5

R
acumuladas estan determinadas por y, = kgaé a, Wr}ag
=1

D |

Es importante sefialar que la propuesta formulada para medir la desigualdad
global de un vector admite una doble flexibilizacion. Por una parte, el indicador esta
definido sobre un pardmetro a que pueden asignarse distintos valores. Por otra, hay
gue destacar la amplitud de posibilidades que ofrece € proceso de eleccion de la
distribucion que representara a vector. Dicha distribucion se determina
minimizando la distancia global, pero esta distancia también se ha definido sobre un
parametro que puede adoptar una gran variedad de valores. Dependiendo del valor
paramétrico asignado a la distancia, se obtendra una solucion distinta para la
distribucion que represente al vector y sobre ella procedera adoptar 1a medida de
desigualdad que se juzgue més adecuada.

Puesto que la desigualdad global conjunta de una distribucién multivariante
se reduce a la desigualdad de una distribucion univariante convenientemente
elegida, las propiedades que posee el indicador asi construido son las mismas que se
atribuyen a los indicadores tradicionales de Theil definidos para distribuciones con
una sola dimension. En particular, es independiente de |os tamarios absolutos de las
unidades del colectivo y de la escala de medida de |as variables. Igualmente verifica
el principio de transferencia de Pigou-Dalton y admite una descomposicion en
factores cuando se efectia un agrupamiento de las unidades.

Una atencion especial merece el analisis de la aportacion de cada una de las
componentes Z, ala desigualdad conjunta global.

En general, no siempre es posible obtener descomposiciones de T, (Z) gue

faciliten e céalculo de tales aportaciones para cualquier valor paramétrico b vy

cualquiera que sea la distribucion elegida para representar a la conjunta. A
continuacion se ofrecen dos resultados particulares sobre los indices de Theill mas
conocidos que ilustran estos comentarios.

Supongase que la distribucion elegida para representar a la asociada con el
vector Z es la que minimiza la distancia dO(X,Z), lo que conduce a tomar las

medias geométricas de las distintas componentes. Supongase ademas que se decide
mediir la desigualdad global através de T,(Z)=d ,(X,H). En estas condiciones se

verificaT,(Z)=44,T,(z,).
r=1



Como consecuencia de esta identidad se concluye que la desigualdad global
asociada con todo e vector se descompone en la suma ponderada de las
desigualdades correspondientes a cada una de las componentes, siendo su peso en €l
conjunto agregado el que determina su grado de aportacion ala desigualdad global.

Como alternativa a caso anterior, S para representar a la distribucion
conjunta del vector Z se elige la univariante mas proxima a la conjunta

minimizando la distancia d_,(X,Z) y la desigualdad global se define a través del
indicador T,(X)=d,(X,H), se verificalarelacion Tl(Z): 2aT,(z,)- dO(X,Z).
r=1

En este segundo caso, a la suma de las aportaciones de cada una de las
componentes debe sustraerse la distancia entre la distribucion elegida para
representar al vector y este mismo, aunque con la particularidad de que el valor
paramétrico correspondiente a dicha distancia no coincide con € utilizado en la
determinacion de la distribucion més proxima al vector.

4. CONCLUSIONES

A lo largo del trabajo se ha conseguido elaborar un indicador de la
desigualdad global asociada con una distribucion multivariante que goza de las
propiedades tradicionalmente exigidas a los indices de desigualdad definidos sobre
distribuciones univariantes.

La equivaencia entre una medida de desigualdad y una distancia
convenientemente elegida no es en absoluto gena a la logica de los argumentos
habitualmente esgrimidos sobre estos topicos. En un futuro inmediato, este
planteamiento va a exigir una revision critica de las distancias a considerar. En la
medida en que se utilicen métricas con mayor capacidad para captar la estructura de
una distribucion multivariante, sera mas fiel la representacion univariante que se
generey en consecuencia mas adecuada la medida de desigualdad construida.

Por e momento en esta primera aproximacion, €l interés por asegurar una
solucion al problema de optimizacion planteado, compatible con los indicadores de
desigualdad de Theil, ha exigido recurrir a una familia de distancias particular que
presenta notables limitaciones. Entre estas Ultimas resulta especialmente |lamativa
la ausencia de referencias a las posibles relaciones existentes entre las componentes
del vector.

Laviabilidad practica de las expresiones que aqui se proponen ha sido puesta
de manifiesto en una aplicacion realizada al gasto familiar sobre datos de la
Encuesta de Presupuestos Familiares de 91 realizada por Moltd, Murgui y
Uriel (1998).
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