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RESUMEN

A la hora de elegir entre un conjunto finito de aternativas, AHP proporciona un método basado en
comparaciones pareadas, obteniendo unas prioridades para cada aternativa. Bajo € supuesto de que
estas prioridades son variables aeatorias y aplicando una metodol ogia bayesiana se estudia €l problema
de seleccionar qué comparaciones resultan mas influyentes en e valor fina de las prioridades y cudes

son criticas ala hora de producirse el problemadel cambio de rango.
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1. INTRODUCCION

El Proceso Analitico Jerérquico (AHP) es una técnica de decision multicriterio propuesta por Saaty
(1977, 1980) que permite combinar aspectos tangibles e intangibles en la obtencion de las prioridades
correspondientes a las dternativas consideradas en un problema de decision, segin una escala de razon.
Su metodologia consiste en cuatro pasos: (1) modelizacion, (2) vaoracion, (3) priorizacion y (4)
sintesis.

Este trabgjo se centra en la segunda etapa (valoracion o emision de juicios), en particular, en la
incorporacién a modelo de las preferencias del decisor. El procedimiento seguido consiste en la emision
de unos juicios 0 comparaciones por pares que, conforme a una escala fundamenta (Saaty, 1980),
reflgien la dominacién de unas aternativas frente a otras. El resultado final de esta etapa es una matriz
reciproca de comparaciones pareadas en la que todos sus elementos son positivos: A = (a;) con g§; & =

1,8 >0, ihj=1,..,n

En la préctica, a medida que € nimero de alternativas consideradas aumenta, € total de comparaciones
necesarias para resolver € problema se disparay se hace tedioso utilizar esta herramienta. Por ello, en
la Ultima década se estan investigando procedimientos alternativos que permitan obtener las prioridades
sin tener que recabar todos los juicios, es decir, matrices de juicios incompletas (Escobar y Moreno,
1997b; Monsieur, 1996; Harker, 1987b). Cualquier disminucion en € nimero total de comparaciones
efectuadas en e enfoque tradicional ir en detrimento de la acuracidad de los valores obtenidos, pues las

redundancias en los juicios permiten mejorar la consistencia del método (Saaty, 1980). Ademés, s €



problema corresponde a situaciones de fuerte incertidumbre es dificil que los resultados obtenidos para
vaores precisos (AHP deterministico) tengan validez, siendo necesario relgar la hipotesis de
certidumbre (Nosofsky, 1992), considerando que los juicios a&; son resultados particulares de una

variable aleatoria (AHP estocastico).

Este estudio pretende analizar, desde una perspectiva bayesiana, € comportamiento de las prioridades
estimadas. La metodologia bayesiana (Berger (1985), Bernardo y Smith (1994)) permite incorporar en

el modelo analizado informaciones a priori sobre |0s aspectos relevantes del proceso de decision.

Unavez redizadas las comparaciones precisas, y obtenido e vector de prioridades, una pregunta que se
plantea inmediatamente es cud de todas las comparaciones efectuadas ha sido la que ha gercido una
mayor influencia en las puntuaciones finales. Un méodo para poder medir dicha influencia es usar
medidas de entropia o de informacion. Este trabajo usa la distancia de Kullback-Leiber como medida de

influencia de cada una de las comparaciones.

El trabajo se estructura de la siguiente manera: en la seccién 2 (82) se plantea e problemay se describe
el modelo utilizado; la seccidn 3 (83) presenta € uso de la distancia de Kullback-Lelber como medida de
influencia; en la seccion 4 (84) se estudia e problemadel cambio de rango mediante € uso de intervalos
de confianza, y por Ultimo, en la seccidn 5 (85), se recogen las conclusiones més relevantes del trabajo y

futuras lineas de investigacion.

2. PLANTEAMIENTO DEL PROBLEMA

Se pueden distinguir dos tipos de medidas para establecer la dominacion entre objetos. absolutas y
relativas. En €l primer caso existe una escala que permite valorar 1os objetos de forma directa, situacion
que suele darse s se trabagja con aspectos tangibles. Cuando se comparan objetos seglin un aspecto
intangible, para & que no hay escala, es preciso recurrir a medidas relativas, comparaciones entre los

elementos considerados.

Como ya se ha mencionado, AHP permite combinar o tangible y o intangible utilizando comparaciones
pareadas para cada criterio, en las cuales se reflgjan las preferencias del decisor para razones de juicios.

Su justificacion tedrica se basa en |os axiomas descritos en (Saaty, 1986).

La incorporacion de juicios en la segunda etapa de AHP (vaoracion), se efectia tomando como
referencia € objeto que se supone va a tener menor valor respecto a atributo considerado. Se pregunta
al decisor cuantas veces considera que € objeto de mayor valor es més importante o verosimil que €
menor, segun la escala fundamental propuesta por Saaty (1980). El resultado es una matriz reciproca
positiva A = (a;) de comparaciones pareadas con a;g;i=1 i,j = 1, ..., n, en la que ha sido preciso

incluir n(n-1)/2 juicios.



En su formulacién inicia, AHP obtiene las prioridades locaes mediante e método del autovector
principal por laderecha (método exacto), esto es, resolviendo € problema:

n

Aw=1 _w,con § W; =1, siendo | ne & maximo valor propio de lamatriz A.

i=1
En este caso todos los juicios considerados son valores precisos (AHP deterministico). Cuando en €
problema aparecen situaciones en las que |0s juicios no son precisos, sSino que conllevan cierto grado de
incertidumbre, se considera que los juicios &; corresponden a resultados particulares de una variable
aleatoria (AHP estocéastico) (Altuzarra, Escobar y Moreno (1996)).

2.1 Modelo Propuesto

Sea a; la comparacion relativa entre la aternativa i-ésimay laj-ésma i, j T {1,...,n} i <j. El modelo
que vamos a utilizar es multiplicativo y supone que &; = (w; / w;) &; donde w; es la prioridad obtenida
paralaaternativai-ésmay e; es €l error cometido a comparar ambas aternativas (Altuzarra, Moreno
y Salvador 1997 y 1998).

Denotando por Y;; = log &;, & modelo anterior queda: Yi; = m- m+e; con m= log w;, ;= log ;. El
célculo de las distribuciones a posteriori de las prioridades mi = 1,..., n, y de las predictivas de los
juicios Yj; no emitidos por € decisor se redliza a partir de las comparaciones proporcionadas por éste

(Yobservadas), donde n es el n° de adternativasy N es e n° de comparaciones observadas.

La distribucion a priori viene dada por m ~ N(O, | ;s?) i = 1,..., n independientes de forma que, cuanto

mayor seal ; mas difusa es la distribucion a priori y mayor es laignoranciaa priori acercade m.

Suponiendo e caso més sencillo y con € fin de evitar problemas de identificabilidad se tomal , = 0 U

m=0U w, = 1, es decir, se toma |a Ultima aternativa como la de referencia. Esto es posible ya que en
la siguiente fase del proceso en AHP las prioridades se normalizan y suponer w, = 1 es una de esas
posibles normalizaciones. Ademés se tomal; = ... = | ,; = | indicando que a priori € estado de
incertidumbre acerca del resto de las alternativas es € mismo. Asi, é modelo considerado viene dado

por las condiciones:

MODELO

Yi=m- m+g;
m =0 m » N(Q,l s*) independientes "i=2,...,n
ij=L..n il ]

e; »N(0,s?)  independientes

Por otra parte, debido a que en principio no se tiene ningln conocimiento previo acerca del verdadero

valor ni del grado de exactitud contenido en las distribuciones iniciales, se ha optado por estudiar su



comportamiento de forma que se supone una varianza difusa (I ® ¥). Esto no significa otra cosa que

un grado de incertidumbre méaximo respecto a conocimiento que se tiene de la distribucion a priori.

El modelo considerado se puede expresar también en formamatricial como Y = Aq + U donde:
g=(m,...,m,_,)¢esun vector de n-1 pardmetros desconocidos, en este caso |as prioridades.
Y =(Y YiN, i )¢ es € vector de N componentes que representa las observaciones conocidas.

gy 7

U=(e, ;& )lesd vector deloserrores.

Iy 777
A es una matriz (N x n-1) en la que dado Y, ; los elementos de la fila k-ésima, que representan la

comparacion entre la adternativaiy y la dternativa ji, son de laforma:

il h=iln
A :_%_'1 h=j.tn
10 resto

Se obtiene d modelo lineal Y = Aq + U donde:
q»N,,(01s%,,)  U»Ny(0s®)  Y/g»Ny(Ags’ly).

Aplicando € teorema de Bayas, la distribucion a posteriori de los parametros es:
Q1Y > Ny (AR + 1) ARY, ST AR+ 1))

pero teniendo en cuenta que se supone una varianza difusa, entonces se estudia su comportamiento

asintético (I ® ¥)vy resulta

q/Y » N, _(AR) AW s*(AR) ™)
En lo que sigue se expresan agunas propiedades de lamatriz A.

Propiedad 1
A’A = (by) es una matriz cuadrada simétrica de orden (n-1) donde by = n° de veces que se compara la

dternativai-ésmay b; tomael valor -1 s se haobservado Y; j 6 0 para el resto.
Propiedad 2

La suma de los elementos de la fila (columna) i-ésima de la matriz A’A es 1 s se ha efectuado la

comparacion Y, 6 0 s no se ha efectuado dicha comparacién.

Propiedad 3
Denotando A como Ay, (indicando que se han realizado N comparaciones), donde & es la comparacion

i-ésima



ots
AGA, =(a, .. ay)g..:=aaf+..+ay,af, +a.af.

&t
Asl Ay'An Y suinversa se pueden expresar de formarecursva  AfA =AG A, ta af

aN+1a$+1(AﬁA N ) !
1+ aﬁﬂ(AﬁA N )-1aN+1

(AﬁﬂA N+1)-1 = (AﬁAN)lgl n-1"-
e

| e enly end

Propiedad 4

Dada la matriz A"A, s la Ultima aternativa (m) no ha sdo comparada ninguna vez, entonces
rgl

a b; =0 "iyporlotanto A"A no tiene rango maximo.

j=1

Propiedad 5
Dada la matriz A"A, s aguna dternativa no ha sido comparada nunca, entonces su columna

correspondiente es 0 y por lo tanto A"A essingular.

Propiedad 6
Si se cumple que N 3 n-1y ademés todas las aternativas se comparan a menos una vez, entonces la

matriz A’A esinvertible.

Estas propiedades permiten facilitar los cal culos necesarios para la siguiente seccion.

3. COMPARACIONESINFLUYENTES

En esta seccion se describe la distancia de Kullback-Leiber, su uso para medir observaciones
influyentes'y su aplicacion a problema que se esta tratando.

Definicion 3.1

Dadas dos funciones de densidad f; y f,, la cantidad media de informacion que procede de f; hacia f, o

informacion de Kullback-Leiber se define como: I(f,,f,) = Efl[ln(fl/fz)] =0J. In]fldx
2

Esta medida no es simétrica; por lo tanto una medida méas natural esla siguiente
Definicion 3.2
Se define divergencia simétrica de Kullback-Leiber como: J(f,,f,) = I(f,,f,) +I(f,,f,) (3.1

El proposito de este trabgjo es cuantificar la influencia que tienen las N comparaciones pareadas

efectuadas, denotadas como Y = (Y Y., )¢ sobre el vector fina de prioridades, denotado por

gy 7



g=(m,....,m_,)¢ para elo se rediza el estudio de qué ocurre en la distribucion de las prioridades

cuando se incorpora una nueva observacion (Y ).

Se toma f; como la distribucién a posteriori de los parametros cuando se ha afladido la observacion

N+1-ésimay f,como ladistribucion a posteriori de los pardmetros cuando se tienen N observaciones.

Si las distribuciones f; (i = 1,2) son normales multivariantes de orden p, con vector de medias m; y

matriz de varianzas-covarianzas S;, se comprueba facilmente (Guttman y Pefia, 1988) que:

1 ) ) 1 ) .
J(fl’fz) = E(ml - mz)((Sll + Szl)(ml - mz) + Etr(slszl + stll) -p (32)
donde tr(M) denotalatraza de lamatriz M.

Para @ problema que se esta analizando, como se vio en la seccion 2 las distribuciones a posteriori de

las prioridades son:

Oner /Yoo » Ny (M, S) » N (AGA ) ALY 0, S 2 (ARLA L.1) 1) N+ observaciones.
ay /Yy » N, (m,,S,)» N, (AGA ) *AGY,,s*(AGA,)™") N observaciones. El subindice
(N o N+1) indicael nimero de comparaciones efectuadas.

Antes de calcular la distancia de Kullback-Leiber tal y como se ha definido de manera simétricaen (3.1)

seindicala notacion seguida
Sea B, =(AgA,) " = (bi'j“ ) matriz de varianzas-covarianzas tras realizar N comparaciones.
Sea D, =1+b}, +b[ - 2b} =Var(Y,,) varianza de |a nueva comparacion.

Sea Y, = é Y .. lasuma de todas las comparaciones realizadas por la aternativa t-ésima.
a
Proposicion

n-

La divergencia smétrica de Kullback-Leiber a afadir la comparacion N+1-ésima (Yy,) es de la forma
[o]

- 1
O D D, (D - D+ (0,)?(Dy +D)] donde b, =Y, +& (b - b)Y,

ZDﬁ t=1

JAn,Ays) =

Demostracion

Se usala notacién anterior y ademés ésta otra que simplificalos célculos:
— -1
P= a'N+1a'ﬁ+1 (A ﬁA N ) - a'N +1a$+1B N

P
By =By, ;- D—) usando la propiedad 3y siendo |, la matriz identidad de orden n-1
N

k
AG. Y. =ALY, +(e - €)Y, donde e =(0,...,1...0)



A continuacion se desglosan los célculos necesarios, por partes, de la formula (3.2) para hacerlos mas

inteligibles. En primer lugar la diferencia del vector de medias my - m.

_ _p & PO u
m,-m,= BN+1A$E+1YN+1 - BNAﬂ}YN - BN% n-1- D7:A$+1YN+1 Aﬁ nUu=
& N a
é p o u
=Byé& DiAﬂ}YN +§?n-l } e - €)Y U
) N N @D G
Ademas
& P 0 — DNek - DNeh (bN +bN 2bl':lk)ek B (ZbEk - bEk - bsh)eh _€ -6,
gn-l' He - e,)= D ~ D
N @ N N

Uniendo ambas expresiones, resulta:

m, - m, :DlBN(- PA,Y, +(e - eh)Ykh) y por lo tanto, su traspuesta,
N

(ml'm = :

(' YISFA N PC+ (eﬂ: - eﬂ:)Ykh )BN

N

Parala parte de la varianza se obtiene:

(Sll + Szl) = (AﬁﬂA N+1) + (AﬁA N) = ZBN1 + aN+1aﬁ+l

pP¢
Dy

= (AfuAya) H(AGA,) =B gfd

gB =1 n-1 -
N @
Zsil = (AﬁAN)l(AﬁﬂA N+1) = BN (BN1 +aN+1aﬁ+1) = In-l + P¢
. -1y — (DN -1 1\ — (. -
Luego: traza(S,S,)=(n-1)- > traza(S,S;’) =(n-)+D, -1

N

Uniendo las expresiones de lamediay de la varianza resulta:

(.- )"t m,- ) = O, 28 + a8, ) = )2 @2

siendo b* lamatriz b* = (- Y$A ,PS+ (ef - ef)Y,, ).

1 -1 -1 _1(? _ _ _(DN']-)[;'_ _ :(DN']-)2

PSS +8:8)-p= 209+, - 0- Up e (0-9= T D

En definitiva:

KOy = 5 037 20> O v° _(2D21)[D (Dy- D+ (0 +3]  cqd



Por lo tanto la distancia de Kullback-Leiber o divergencia simétrica entre dos distribuciones, una de
ellas con N observaciones y otra a la que se le ha afiadido la observacion (Yyn) es funcién de dos
vaores Dy y b¢* que indican, D, =1+b}, +b} - 2b} =Var(Y,,)la varianza de la nueva
., * Q'Sl N N . . . P .
observeaciony b, =Y,, +Q (b, - b)Y, lareacion existente entre las demas comparaciones y las
t=1

covarianzas de cada alternativa con las nuevas alternativas comparadas (m y m).

De esta forma se obtiene un método para encontrar la comparacion que gerce mayor influencia a la
hora de calcular la distribucion de las prioridades m. No hace falta més que calcular esta medida para

cada comparacion Y;; efectuada y aguella con la que se obtenga una mayor divergencia sera la

comparacion mas influyente.

4. PROBLEMA DEL CAMBIO DE RANGO

En esta seccion se va atratar del problema del cambio de rango. Este problema se produce cuando a

afadir alguna comparacion nueva €l vector de prioridades (m, ..., M1, M) sufre alguna variacion en su

ordenacion. Sea q" = (My,--Myy) € vector de prioridades tras haber realizado N comparaciones,
ordenadas las prioridades de forma decreciente (my, ® M.y " i) y sea g™ = (my, ,...,m,,)) & mismo
vector tras haber realizado N+1 comparaciones. El problema del cambio de rango surge cuando esta
ordenacion cambia para alguna de | as prioridades.

Dependiendo de las ordenaciones que se estudien aparecen dos tipos de problemas:

El problema P-a en € que solo se quiere elegir lamejor dternativay por o tanto solo interesa e estudio
de la alternativa que aparece ordenada en primer lugar myy. Unicamente habra que tener en cuentasi a

afiadir una nueva comparacion esta aternativa permanece en primera posicion.

El problema P-g en € que se quiere realizar una ordenacion de todas las aternativas y por lo tanto se

debe hacer e estudio de todas las posibles ordenaciones tras afladir una nueva comparacion.

Este trabgjo se centra en € problema de tipo a. La forma de acercarse sera mediante € uso de
intervalos o regiones de confianza. A continuacion se dan los resultados tedricos del cdculo de tales

intervalos. Para ello se usara laregla de recurrencia descrita en la propiedad 3 de la seccion 2.

Laidea es la siguiente: en primer lugar se calculan los intervalos de confianza para cada prioridad en
ambos casos con N o N+1 comparaciones, de forma que se puede comprobar s se solapan entre ellos

paraver qué prioridades son las que tienen mas posibilidades de presentar un cambio de rango.



Otra forma de acercarse a problema es el calculo de intervalos de confianza para la diferencia de los

pardmetros. Se calculan intervalos para todos los pares (my - my " i) y ver asi cudes presentan mas

opciones de cambio de rango.
Sea nf (d = N, N+1) la prioridad i-ésima tras redlizar d comparaciones. nf' » N(m?,b>) donde

Ef]=me =& blY, y Valnf]=be.
t=1

Usando las reglas de recurrencia vistas anteriormente se obtiene:

N N N Ny 2
miN+1 — rnlN + b|kD blh (Ykh _ ntl + n.L\l) y bili\l+1 — blll\l _ (bik 5 bih) .
N N

Por lo tanto los interval os de confianza para cada prioridad quedan de la siguiente forma:

1.C.(y) = (m(Nl) £Z,, bg)(l)) a by Y, % Zaj2+| by
+ N+1 N+1 —
1.C.(nfy") (m(l) —Za/zx/b(l)(l))‘

n-1

bN _ bN (b bN )2
o (Dk (Wh @Ok - M@h
a (1)t t (Ykh - “(2 +“E )i Z bz\ll)(l)
- D, D,

[y

Paralos intervalos de | as diferencias;

nf - nf » N(m? - m?,b{ +b§ - 2b) h = N, N+1 donde la media y la varianza son:

+ + + +
el )= = (o TR o
N
N BN pN 4 pN)2
Var[n,[\ul_ n';\Hl]:bi'i\Hl"'b;\jHl' 2b|lj\l+1:blll\l +b;j _ 2b||;j _ (blk blh bjk bjh)

Dy

Asi, los interval os quedan de laforma:

LC.(My - 1)) (m(l) mg, * za/sz(l)(l) +biiyi) - 2bgy) ):

— ° N N
a (b(l)t b(l)t t- a/ZX/b(l)(l) + b(l)(l) 2b(l)(l)

t=

N+1 N+1 N+1 N+1 N+1 | —
1.C.(fyy" - (m(l) mg _za/sz(l)(l) +biyiy - 2Dy )‘

n-1
[o]

op, - by, + s ML+

) N N
Ok b(l)h (|)k + b(|)h) x
t=1 N

N N
(b(l)k b(l)h (|)k + b(|)h)
Dy

N N N
+ Za/z\/b(l)(l) + b(l)(l) 2b(l)(i)



5. CONCLUSIONES

Se ha analizado desde una perspectiva bayesiana un modelo multiplicativo en los errores que cuantifica
la incertidumbre asociada a proceso de obtencion de juicios (comparaciones) de un decisor estimando

las prioridades asociadas a |as alternativas consideradas.

Se ha estudiado un problema que aparece cuando se estiman las prioridades; ¢qué comparaciones, de las
efectuadas, son las que més han influido en dichas puntuaciones finales? Esta cuestion se ha planteado
usando una medida de divergencia, la distancia de Kullback-Leiber, llegando a la conclusion de que a
afiadir una nueva comparacion su influencia en la distribucion conjunta de las prioridades viene dada
por su varianza y por la relacion (covarianza) de las alternativas que compara con las demas

comparaciones efectuadas.

También se ha explorado € problema del cambio de rango, que se produce a cambiar la ordenacion de
las prioridades cuando se afiaden nuevas comparaciones. Se ha planteado este problema mediante € uso
de intervalos de confianza bayesianos, tanto para cada prioridad como para las diferencias entre la

primera prioridad y las demas.

Esta Ultima seccién podia extenderse mediante € uso de técnicas de simulacion que orientaran hacia
cudes son las estructuras de preferencias mas probables, para una vez elegidas realizar més tarde un

andlisis mas pormenorizado sobre dichas estructuras.
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