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RESUMEN

La concentraci 6n de variables indicativas de tamafio en
economia permite evaluar el grado de equidad en el reparto.
Si efectuamps un truncanmiento en la distribucidn origina
podenps analizar la concentracion de una parte de la
pobl aci6n y expresar la en funcion de |a desigual dad de
todo el colectivo.

Cuando el truncanmiento | o efectuanos en al gun punto central
de la distribuci6n podenps conparar |a desigual dad de dos
estratos con pesos sinilares y presentar |la concentraci6n
total cono conbinacién lineal de |a concentraci 6n en cada
uno de | os dos subgrupos.

Partiendo de Ila distribucidén personal de la renta con
detall e por nunicipios henos considerado |os nodel os de
kakwani, Gupta y Kakwani-Podder, henpbs efectuado |as
respectivas estinmaciones y a partir de ellas se han
cal culado | os valores de las funciones que intervienen en
la curva de concentracion en |la Mdiana, Mdial y Media
obteniendo el indice de Gni para valores inferiores vy
superiores al de truncamiento asi conp |a desconposicion
del indice total



DESCOVPOSI CI ON DEL | NDICE DE G NI EN DOS GRUPOS EXCLUYENTES
Y ORDENADCS PCR VARI ABLE

1. Concentraci 6n de una distribuci 6n truncada

Sea la v.a. renta: xcon dominio no negativo (tal es el caso de
nmagni tudes de tamafio en econonmia: ingresos famliares, superficie de
| as expl otaciones agrarias, dinmensién de |las enpresas, tamafio de |os
nmuni ci pios, etc.) a la que corresponde funciones de distribuci én Fy(x)
y de mmsa acunul ada de variable gyx(x). Sabenbs que tanbién poseeréa
curva de concentracion de Lorenz qgx(x) = F[F(x)] e indice de

concentraci6n de Gni g =1 - 2E[Qgx(x)].

Si  restringinos el recorrido de la variable entre dos niveles
cual esquiera w; y w,, |las funciones de |a nueva variabl e truncada

xT = x w,<x£w, se veran afectadas y pueden expresarse en térm nos de

I as funciones original es

0 Si X < wi
? F{(x) - F{wa)

—

Fur(X) = si wi< x £w2

IF>(W2) - B(wy )

1 1 Si X 3 w2

i 0 si X <w
axr( X) = ¥M Si wi< X £ w2

i (w2) - g wa) _

1 1 Si X 3 w2

F [Fa(x)(F(wa)- Fwa)) + F(wa)] - awa)

axr(X) = FFr(Xx)] =

a{w2) - g{wy)
El indice de concentraci én de |la distribucién truncada sera

FX{(w2)

[F(w2)- F(wn)] [axXwarawn)] - 2 ) axXx) dF(X)

FX(w1)

[F(w2)- F(wn)] [ax w2)- o wi)]

gr =1 - 2E[aua(X)] =



si lo querenps presentar en funcion del indice de la distribuciodn

original resulta |l a poco operativa expresion

Fx(w1) 1
[F(w2)- F(wn)] [aXwarawn)] - 1 +g +2 )axx) dF(x) +2 ) alx) dF(X)
0 FX W2)

2. Truncam ento unil ateral

Se obtienen expresiones mAs sinples cuando sélo realizanmpbs un

truncam ento en cual qui er punto critico w
Suponganos un truncanmiento por |la derecha Io que da sentido a la

variable XT = x/ xEwcon domnio a la izquierda dew y a la que

corresponde indice g,

axr(X) = FrRa(x)] = 1/ ax(w) F[Fx(Xx)Fx(w)]

FX(w)
FXwaxw - 2 (? axX X)dFX x)
FXwa{w

a la variable XT = x/ x>wcon donminio a la derecha dew y a la que

corresponde indice gp

F [Fao(a-F(w) + F{(w)] - a(w)
1- a(w)

QXT( X)



1
[1-F>(w)] [1+q>(w)] - 2 Qadx) dR(x)
— FXw)
% [t F(w)] [2- o w]

Fx(w)
[1—F>(w)] [1+q>(w)] - 149 +2 Yalx) dF(x)

Op = 0
[1- FX(W)] [1- ax w)]

3. Desconposicién del indice de Gni en una particiodn
di cot 6mi ca or denada

A partir de las expresiones encontradas para g, y gp resulta cénodo

desconponer el indice de concentraci 6n de toda | a pobl aci 6n

g9 = R(wa(w) g + [1-F(w)] [1-g(w)] go + Fx(W)-ax(W)

al que tanbi én habrianos |l egado graficanmente

ot = FW) - a(w)
2
s = FWew g
o< ¥ wa)]2[1+qxw)] 0
‘ ? o F g = 2(ST+SI +SD)
00 F 0

La prinmera parte del desarrollo: Fgw)ax(w)g, + [1-F(w)] [1-gx(W)] gb es
una conbi naci 6n lineal de los indices parciales g; y se corresponde con

una estinaci 6n de |l a concentraci 6n que hay dentro de | os dos grupos
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La segunda parte: Fy(w)-gx(w) representa |la concentraci 6n que hay entre

los dos grupos i coincide con el doble del area encerrada entre la
diagonal principal y la poligonal que pasa por los puntos [O,0],

[Fx(W) ax(w) ], y [1,1]

a(x)
1

g W)

: F(x)
0 Fw 1




4. indice de Gni con truncam ento en puntos centrales

En o que sigue, sin pretensiones de exhaustividad, consideranos tres
punt os not abl es correspondi ent es a valores central es de la

di stri buci 6n

Medi ana: Me (nivel de variable que divide |a poblacién en dos partes
i gual es)

0,5 = F(Me)

La desconposi ci 6n de g sera ahora

g = 0,50q«(Me) g/ + 0,5[1-ax(Me)] go + O, 5-gx( Me)

La prinmera parte del desarrollo es la nitad de una nedia ponderada de
indices truncados y |la segunda parte mde el desajuste que presenta |la
nmasa de variable poseida por la mtad de la poblacion, esto es la

desi gual dad que hay entre |l os col ectivos de igual poblacién

Mediala: M (nivel de variable que divide la nmasa total en dos partes
i gual es)

0,5 = a«dM)
El indice g se desagrega del nodo

g = 0,5~/(M) g + 0,5[1-F(M)] go + F(M)-0,5
Expresi 6n que recoge la nmitad de un pronedi o ponderado de |os indices
truncados y la proporcién de poblacion que hay entre nediala i

nedi ana.

Media: m (centro de gravedad; la distancia entre las funciones de
di stribucién y de acunul aci 6n de variable es nmayor; |la pendiente de |la

curva de concentraci 6n es igual a 1)

max F(x)-ad(x) = R(m-a( m ® di(m/dag(m =1

El coeficiente g presenta |a siguiente desconposicién

g = Fx(")Qx(n)gl + [1'Fx(m1 [1'Qx(")] Oo + Fx(")'Qx(n)

La conbinaci 6n inicial de coeficientes de cada grupo se increnmenta con
la distancia méaxima entre acumul aciones que se corresponde con el

indice de Pietra.



naxi na di frenci a

néxi na di ferenci a
(igual pendi ente)
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5. Estimacion de |la curva de concentracion de la renta en
Espafia 1994

Sin aninmo de profundizar en el estudio de |a desigualdad en Espafa y
con la Unica pretensién de ejenplificar el céalculo del indice de G ni
en distribuciones truncadas en un punto central de la distribucién de

la renta, utilizanos tres nodel os:

Kakwani (1980): qu(X)= Fx(X) - A F(X)2[1-F(x)] ® con A,a,b >0
Qupta (1984): qgy(x)= Fy(x) A*X¥-1 con A>1

Kakwani - Podder (1973): qy(x)= Fy(x)2e ®™) con a,b>0

Esti marenps dichas funciones con la distribucion de la renta por

muni ci pi o0s que proporciona el Anuario Conercial de Espafia (1997)

% habi t ant es % renta
2,16 1,50
13, 48 10, 44
22,84 19, 57
10, 41 9,95
12, 66 13,19
17,75 20, 03
19,21 23, 36
1,15 1, 46
0, 24 0, 32
0,12 0, 17




de npdo que ‘% renta’ se ha nedido a partir de la renta famliar
di sponi bl e por habitante en cada nmunicipio para el periodo 1993-94 y
‘% habitantes’ representa la proporciéon de habitantes de los

muni ci pi os respecto al total

Conviene aclarar que no se trata propianente de la distribuciodn
personal de la renta si no de una aproxinmaci 6n desde |la distribucién
municipal de la renta y que en todo caso se llegaria a aquella
cont enpl ando ademas | a desi gual dad que hay dentro de |os propios
muni ci pi os. En conclusi 6n, manejanps |os datos con la anica finalidad
de ilustrar el analisis estadistico propuesto y no la de efectuar un
analisis econénmico de la concentracion de las rentas, todo |o cual
justifica eludir cualquier lectura econdmca de los resultados

encont r ados.

La estinaci 6n del nodel o de Kakwani una vez transfornado

In [F(x)-ax(x)] = In A+ aln F(x) + b[1-F(X)] + €akvani

nos ha proporcionado | os siguientes coeficientes

Predi ct or Coef DesvEst razon-t p
Const ant e -1, 4641 0, 1251 -11,70 0, 000
I nF 0,91138 0, 06160 14, 80 0, 000
I n(1-F) 0, 85604 0, 02964 28, 88 0, 000

El nodel o de Qupta transformado para ser operativo

In [ax(x)/F(x)] = In A [F(X)-1] + €apta

ha dado |a estimaci 6n

Predi ct or Coef DesvEst razon-t p
F-1 0, 340020 0, 009282 36, 63 0, 000

y el nodel o de Kakwani - Podder, una vez linealizado

In ox(x) =a ln F(x) - b[L-F(X)] + €akuani +Podder

proporciona el resultado



Pr edi ct or Coef DesvEst razon-t p
I nF 1, 02311 0, 00276 370, 23 0, 000
1-F -0, 279867 0, 007790 -35,92 0, 000

de donde se obtienen |las siguientes estinaciones de |a nmasa acumul ada

de renta para | os val ores observados de | a funci6n de distribuci6n

esti maci ones de Qx(Xx)
Fu( X) ax( X) Kakwani Gupt a Kakwani - Podder
0, 0216 0, 0150 0,014712 0, 015487 0, 015033
0, 1564 0, 1194 0, 119539 0, 117399 0, 118326
0, 3848 0, 3151 0, 320895 0, 312169 0, 316865
0, 4889 0, 4146 0, 421076 0, 410910 0, 416789
0, 6155 0, 5465 0, 549929 0, 540069 0, 546541
0, 7930 0, 7468 0, 744382 0, 739104 0, 744364
0, 9851 0, 9804 0, 978871 0, 980122 0, 980660
0, 9966 0, 9950 0, 994823 0, 995448 0, 995574
0, 9990 0, 9982 0, 998375 0, 998660 0, 998697

Henbs prescindido de algunos coeficientes propios de cual quier
andlisis de la regresion dado el escaso tamafio nuestral que resulta al
agrupar en intervalos la informaci én inicial

En cual quier caso la descripcién de los errores del ajuste justifica
buena adherencia en los tres nodelos, nuy especialnente en el de

Kakwani - Podder

error Medi a Medi ana DesvEst
Kakwani -0,00129 -0,00014 0, 00318
Gupt a 0, 00240 0, 00200 0, 00307
Kakwani - Podder -0, 00021 -0,00026 0, 00138

6. indice de Gni de la distribucién truncada de la renta

A partir de las estinmaciones de los tres nodelos y para cada uno de

los tres unbrales de renta considerados henps obtenido el porcentaje
de individuos que no los superan F(w) y el porcentaje de renta que

absor ben qyx(w)



Kakwani Gupt a Kakwani - Podder
w Fx(W) Ox(W) Fx(W) Ox(W) Fx(W) Ox(W)
Me 0,5 0, 432 0,5 0, 422 0,5 0, 428
M 0, 567 0,5 0, 577 0,5 0,571 0,5
m 0,516 0, 448 0, 52 0, 442 0, 509 0, 437

Ahora resulta mas o nenos cénodo el

céal cul o del

indice de G ni

aquel l os individuos que no al canzan o que superan un determ nado nivel

de ingresos w

En lo que sigue presentanmbs la expresion analitica para toda la

poblacién y cada uno de los dos estratos y los tres npdelos

consi der ados

Kakwani
g( Kakwani ) = 2A B[ a+l, b+1] :{A;O,23128; a=0, 91138; b:O,85604}:0,0939

F(w) . 2A
a{(w)  a(wW)F{w)

B[ F{w); a+1, b+1]

01 (Kakwani) = -

2A ] , _BW) - ax(w)
(T aw) )L - Fw ) o P B A B

JD( Kakwani ) =

con B[F{w); a+1, b+1] funcién Beta de Eul er inconpleta

Gupta
AlIn%A - 2A1nA +2A - 2
g(Qupta) = > ={A=1, 40497}= 0, 1043
AlncA
B 2 axX w) o Wy FX(w) 1
gl(Gupta) - + ]

ag(W)F{(w) " In A | n2A Aln?A



L+ay(w) _ 2 . 2(F{w)- a(w))
L-a{w) InA(1-F(w) 1 n?AR(W)(1- F{w))(1- ax(w)

gD( Qupta) —

Kakwani - Podder

¥ i
a b _ra=1 02311 b=0, 27987} = 0, 0969
=0

Kakwani Podder) =1-
9( y ) j j ! (a+lh)

e

2 8 bIF(w)
O (Kakwani y Podder) = 1- eb FX(w) j:oj !(a+1+j)

L+ W) 2 g 1o P
1-alw)  e® (1-F(w)(1-a(w) [T, 1! (a+1H)

OD Kakwani y Podder)

El calculo del indice de concentracién de toda |la poblacién y en cada

uno de | os grupos es

Kakwai Gupt a Kakwani - Podder

gi db g do ai do

0, 0543 0, 0493 0,0781 |0,0340 |0,0556 |0, 0455
0, 0599 0, 0462 0, 0877 |0,0575 |0,0617 |0, 0386
0, 0555 0, 0488 0,0934 |0,0180 |0,0564 |0,0447

EEFE

Cabe tanbi én |l a posibilidad de presentar el indice de concentraci 6n de
la distribucion truncada en funcién del indice de la distribucion no
censurada gy = func(g), tal y cono se ha presentado en el priner

parrafo. En nuestro caso seria

Model o de Kakwani

w g (]}

Me 4,6296 g - 0,37960 3,5211 g - 0, 2813
M 3,5273 g - 0,27141 4,6189 g - 0, 3875
m 4,3259 g - 0,35013 3,7430 g - 0, 3027




Model o de Gupt a

w 9 9o

Me 4,7393 g - 0,41621 3,4602 g - 0, 3269
M 3,4662 g - 0, 27383 4,7281 g - 0, 4356
m 4,3509 g - 0,36039 3,7336 g - 0,3714
Model o de Kakwani - Podder

w 9 9o

Me 4,6729 g - 0,39720 3,4965 g - 0,2933
M 3,5026 g - 0,27770 4,6620 g - 0,4131
m 4,4957 g - 0,37924 3,6175 g - 0,3058

7. Desconposi ci 6n del indice de concentracion de la renta

Aplicado |as expresiones de |a desconposicién dicotémica en los tres
puntos de corte y para cada uno de |os nodel os estinmados encontranos

| as rel aci ones

Model o de Kakwani

w g = (91,90

) g = 0,2160 g, + 0,2840 g, + O, 068
M g =0,2835 g, + 0,2165 gp + 0, 067
m g = 0,2312 g, + 0,2672 gp + 0, 068

Model o de Qupt a

w g = f(9i, 90

) g = 0,2110 g, + 0,2890 gp + O, 078
M g = 0,2885 g, + 0,2115 gp + 0,077
m g = 0,2298 g, + 0,2650 gp + 0,078

Model o de Kakwani - Podder

w g = (91,90

) g = 0,2140 g, + 0,2860 gp + O, 072
M g = 0,2855 g, + 0,2145 g, + 0,071
m g = 0,2224 g, + 0,2764 gp + 0,072




Finalmente y sin pretension de profundizar en los tres nodelos

est udi ados, indiquenos que de la misma nanera que se ha presentado |a
desagregaci 6n de Gni en dos subcol ectivos excluyentes y ordenados,

puede presentarse | a desconposicion en tres estratos

estrato izquierdo: xI = x XxX£Ew; ® g
estrato central: XxC = X/ wi<X£Ew, ® (c

estrato derecho: xD = x/ x>w, ® ¢p

g = Fx(wi) ax(wi) g + [Fx(w2) - Fx(wi)] [ax(W2) - ax(wi) ] gr +
+ [1-Fx(w2) ] [1-ax(W2)] b + Fu(Wi) Ox(W2) - Fu(Wo) gx(wi) + Fx(Wz) - dx(Ws)

Si generalizanps la estratificacion a K grupos ordenados y |imtados
por las cotas wjy, W, ..., W = max x, facilnmente |leganos al calcul o del

indice a partir de dos conponentes
g=A+1B

El sumando A es una conbinaci én lineal de los indices parciales g y se

corresponde con una estimaci 6n de |la concentraci 6n que hay dentro de

| os grupos, Zagier (1983)

A= A [ad(W)- (W) [F(W)-Fx(W.)] g
i=1

expresi 6n que Gastwirth (1972) propone sobre estimar a partir de

A= [F(Wi) - F(Wi 1) 1P (wi - m)(Wi-1- m)

1 %

— a

m ;2 (Wi - wi-1)

Por otro lado el sumando B representa |la concentraci on que hay entre

| os diferentes grupos

B=1- & [GdW)+G(W-1)] [Fx(W)-Fe(W.1)]
i=1

i coincide con el doble del area encerrada entre |a diagonal principal
i la poligonal que pasa por los puntos [O, 0], [Fx( W) gx(wy) 1,

[Fx(Wo) gx(W2)], ..., [1,1], conp nuestra Kakwani (1980bis).



Anexo: Distribucién acunulada de la renta por centilas, segun la
estimacion de los npdelos de concentracion de Kakwani, Qupta vy

Kakwani - Podder .

Centila Kakwani Gupt a Kak- Podd Centil a Kakwani Gupt a Kak- Podd
1 0, 00655 0, 00714 0, 00681 51 0, 44201 0, 43173 0, 43778
2 0,01357 0,01433 0,01389 52  0,45201 0,44170 0, 44781
3 0,02078 0,02157 0, 02109 53 0,46206 0,45172 0,45791
4 0,02812 0,02886 0,02838 54 0,47215 0,46181 0, 46806
5 0,03557 0,03620 0,03576 55 0,48229 0,47197 0,47826
6 0,04311 0,04359 0,04322 56 0,49248 0,48219 0, 48853
7 0,05074 0,05102 0,05074 57 0,50272 0,49247 0, 49885
8 0,05845 0,05851 0, 05833 58 0,51301 0,50281 0,50923
9 0,06623 0,06605 0,06599 59 0,52335 0,51323 0,51966

10 0,07408 0,07364 0,07371 60 0,53373 0,52370 0,53016
11 0,08200 0,08128 0,08148 61 0,54417 0,53424 0, 54071
12 0,08998 0,08897 0,08932 62 0,55466 0,54485 0,55132
13 0,09802 0,09671 0,09721 63 0,56519 0,55553 0,56199
14  0,10613 0,10450 0, 10516 64 0,57578 0,56627 0,57272
15 0, 11429 0, 11235 0, 11317 65 0, 58642 0, 57707 0, 58351
16 0, 12251 0, 12025 0, 12124 66 0, 59711 0, 58795 0, 59436
17 0,13078 0,12820 0,12935 67 0,60785 0,59889 0, 60526
18 0,13911 0,13620 0, 13753 68 0,61864 0,60990 0,61623
19 0,14749 0,14426 0, 14576 69 0,62949 0,62097 0,62726
20 0,15593 0,15237 0, 15404 70 0,64038 0,63212 0,63834
21 0,16442 0,16053 0, 16238 71 0,65134 0,64333 0, 64949
22 0, 17296 0, 16875 0, 17077 72 0, 66234 0, 65461 0, 66070
23 0,18155 0,17702 0,17922 73 0,67340 0,66597 0,67197
24  0,19020 0,18535 0,18772 74 0,68452 0,67739 0, 68329
25 0,19889 0,19373 0,19628 75 0,69569 0,68888 0,69468
26 0,20764 0,20216 0, 20488 76 0,70692 0,70044 0,70614
27 0, 21643 0, 21065 0, 21355 77 0, 71820 0, 71208 0, 71765
28 0, 22528 0, 21920 0, 22226 78 0, 72955 0, 72378 0, 72922
29  0,23417 0,22780 0, 23103 79 0,74095 0,73556 0, 74086
30 0,24312 0,23646 0,23986 80 0,75242 0,74741 0, 75256
31 0, 25211 0, 24517 0, 24874 81 0, 76394 0, 75933 0, 76432
32 0, 26115 0, 25394 0, 25767 82 0, 77553 0,77132 0, 77615
33 0,27024 0,26277 0,26666 83 0,78718 0,78338 0,78803
34 0,27937 0,27166 0,27570 84 0,79890 0,79552 0,79999
35 0,28856 0,28060 0,28479 85 0,81069 0,80773 0,81200
36 0,29779 0,28960 0,29394 86 0,82255 0,82002 0,82408
37 0,30707 0,29866 0,30314 87 0,83448 0,83238 0,83622
38 0,31640 0,30777 0,31240 88 0,84648 0,84482 0,84843
39 0,32578 0,31695 0,32171 89 0,85857 0,85733 0,86070
40 0,33520 0,32618 0,33108 90 0,87073 0,86991 0,87303
41  0,34468 0,33548 0, 34050 91 0,88299 0,88257 0, 88543
42 0,35419 0,34483 0,34998 92 0,89533 0,89531 0,89790
43 0,36376 0,35424 0,35951 93 0,90778 0,90813 0,91043
44  0,37338 0,36371 0,36910 94  0,92033 0,92102 0,92303
45 0,38304 0,37325 0,37875 95 0,93301 0,93399 0, 93569
46  0,39275 0,38284 0,38844 96 0,94583 0,94703 0, 94842
47  0,40251 0,39250 0,39820 97 0,95882 0,96016 0,96121
48 0,41231 0,40221 0, 40801 98 0,97202 0,97336 0,97408
49  0,42216 0,41199 0,41788 99 0,98555 0,98664 0,98700
50 0,43207 0,42183 0,42780 100 1,00000 1,00000 1,00000
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