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Abstract

El objetivo del trabgjo es combinar la capacidad de los Conjuntos Borrosos para
representar situaciones précticas con las aproximaciones tradicionales a los modelos
deterministas de la Teoria de Colas.

El andlisis desarrolla un modelo de linea de espera para el cual los tiempos entre llegadas
son constantes y los tiempos de servicio se comportan de manera incierta, y pueden ser
representados mediante una distribucion de posibilidad acorde a un ndmero borroso
trapezoidal. EI modelo se obtiene tomando como punto de partida € estudio clasico del
modelo D/D/1.

Los resultados tedricos se aplican, en un gemplo numérico, para apoyar la toma de
decisiones para €l establecimiento de un sistema de citas. Se afiade una comparacion de los
resultados obtenidos en la aplicacion con un estudio de simulacion.

1. Introduccién.

El modelo Determinista de la Teoria de Colas es € méas elemental y simple: los tiempos entre sucesivas
Ilegadas de las unidades al sistemay los tiempos de servicio, de un Unico servidor, son constantes. De aqui que
no haya recibido apenas atencién por parte de los investigadores de la Teoria de Colas, de tal forma que no se
han desarrollado de manera exhaustiva las expresiones de las medidas de efectividad que caracterizan a estos
modelos, ni se ha incorporado en sus supuestos la posibilidad de datos inciertos mediante la Teoria de los

Conjuntos Borrosos.

El presente trabajo plantea un doble objetivo: por un lado, desarrollar todas las medidas de efectividad de los
modelos de colas deterministas -ndmero de clientes en cola y tiempo de permanencia en cola- y por otro lado,
en base a dichas expresiones, incorporar a los modelos la capacidad de los conjuntos borrosos para describir
situaciones inciertas, con el estudio de un modelo de linea de espera para € cual los tiempos entre llegadas son
constantes pero los tiempos de servicio se comportan de manera incierta, siendo representados mediante una
distribucion de posibilidad.

Para el desarrollo del modelo clasico se toma como punto de partida los estudios realizados por Saaty (1967) y
Gross y Harris (1985) sobre los modelos de colas deterministas puros D/D/1. Para e tratamiento del modelo
con datos inciertos se sigue € trabgjo Ilevado a cabo por Li y Lee (1989) para analizar los casos més simples de

colas fuzzy através del principio de extension de Zadeh, junto con el tratamiento de la incertidumbre realizado



por Kaufmann y Gil Aluja (1987) los cuaes introducen la Teoria de los Conjuntos Borrosos en modelos

matematicos de gestion.

Los resultados tedricos se aplican a un gemplo numérico para apoyar la toma de decisiones en €
establecimiento de un sistema de citas. El objetivo es determinar el nimero de clientes a citar en un tiempo de
servicio prefijado a fin de que sea maximo, con la condicién de que dada una capacidad limitada del sistema,

ningun cliente sea rechazado del mismo.

El modelo se completa realizando una comparacion de los resultados obtenidos en la aplicacién con un estudio
de simulacién de la cola determinista con datos fuzzy. Se sigue e procedimiento de Chanas y Nowakowski

(1988) para generar un valor Unico de una variable fuzzy.

2. Modelo clasico de colas determinista puro D/D/1.

2.1. Descripcion del modelo.

En & modelo de colas clésico determinista | os clientes acceden al sistema con tiempo entre llegadas constante y
son servidos con tiempo de servicio también constante. Se supone un sistema de colas organizado de tal manera
gue las llegadas ocurren a interval os regulares y son servidas regularmente, en donde los clientes llegan a un
unico canal, es decir solo hay un servidor, con una disciplina de cola ordenada de forma que e primero en

[legar es el primero en ser atendido y con una fuente de entrada ilimitada.

En este modelo de colas, dependiendo de la relacion del tiempo entre llegadas con e tiempo de servicio, se
tienen dos situaciones posibles:

1. que € tiempo entre llegadas sea mayor que el tiempo de servicio,

2. que €l tiempo entre llegadas sea menor que €l tiempo de servicio,
cada una de estas situaciones da lugar a una evolucién distinta del sistema siendo necesario un estudio por
separado. En lo que sigue se considera, sin pérdida de generalidad, que € instante inicial del sistema es €
instante 0y que lallegada del primer cliente al sistema se produce en dicho instante. Se denota por:

a: tiempo entre sucesivas llegadas,

b: tiempo de servicio,

I: nimero de clientes en €l sistemaen € instante inicial.

El valor de | estara formado por € cliente que llega en dicho instante primero mas |os que ya se encontraban en

el sistema. Por dllo, € caso | = 1 indicara que alallegada del primer cliente se encuentra el sistema vacio.



2.1.1. Modelo D/D/1 con tiempo entre llegadas mayor que el tiempo de servicio.

Al ser en este modelo b<a, €l nimero de clientes que llegan al sistema por unidad de tiempo es menor al
ndmero de servicios. Al haber | clientes iniciales, mientras éstos son atendidos nuevos clientes van llegando a
lalinea de espera. Dado que el sistema es capaz de servir més rapido que lo que tardan los clientes en llegar, se
van absorbiendo estos nuevos clientes de manera que se alcanza un instante en el cua el servidor queda ocioso
hasta la llegada del siguiente cliente. Desde dicho instante el sistema se encuentra en estado estacionario de
manera que cada nueva llegada es atendida antes de la llegada del siguiente, siendo desde ese momento los

valores del nimero de clientes en colay del tiempo de permanencia en cola de cero.

Para caracterizar el modelo es necesario determinar cuando € sistema alcanza ese instante y cuantas nuevas
Ilegadas se producen hasta ese momento, ya que junto con las | iniciales son los clientes que no encuentran €l
servidor ocioso a su llegaday tienen que esperar para ser atendidos. Se denota en 1o que sigue por:

A: llegadas al sistema, desde el instante inicial, necesarias para alcanzar €l estado estacionario,

T: instante de tiempo en €l cual el sistema acanza el estado estacionario.

Se indica a continuacion €l desarrollo seguido para el caculo delosvaloresAy T:
El sistema alcanza el estado estacionario en T, una vez €l servidor ha atendido alos | clientesinicialesy a
las nuevas llegadas A. Teniendo en cuenta que cada servicio tiene una duracion de b, se cumple
T=(1 +Ab.
La llegada A+1 sera la primera que encuentre a servidor libre y pase directamente a ser atendida. Esta
Ilegada ocurrira en: (A+1)a. De aqui que el momento en que llegue € cliente (A+1) tendra que ser superior
al tiempo de atender a los I+A clientes, de otra forma no seria posible que dicha llegada encontrara €

sistemalibre, luego:

N Ib- a
(A+2a>(1+AbU A>
a-b
Como A tiene que ser e primer nimero entero que cumple la expresién anterior, entonces
élb- ay _ &l - Du
= 1+ 1, o deformaequivalente A= g———; donde con [X] Se representa la parte entera
8a-bH ea-by

del ndmero x.
El tiempo total hasta que lainstalacion del servicio esté ociosa por primeravez es:
éo(l - )6 _ éla- by

T—(I+A)b—a?+
- "¢ €abl fa-b



Caracterizado €l sistema con los valores de Ay de T se pasa a describir alguna de las principales medidas de
efectividad de modelo a partir de las cuales se pueden obtener las demés. Se denotaran por n; y V\/qn a

ndmero de clientes que hay en lacolaen €l instantet y al tiempo de permanencia en la cola del cliente n-ésimo,

respectivamente.

Numero de clientesen cola en € instantet: n;.
El nmero de clientes en colaen €l instante t toma €l valor:
ét étu .
Shalélﬂ -1- @H s 0£t<T
1 0 S t3 T
Demostracion:

1. Sea O£t < T. El nimero declientes en colaen €l instante t seré la diferencia entre e nimero de clientes

gue han llegado a sistema hasta ese momento menos los clientes que en ese mismo espacio de tiempo ya
han sido, o estén siendo, atendidos. Para un tiempo t, al sistema han accedido [t/ a] nuevos clientes mas
los| iniciales, que en total son: [t/a +1 - 1, descontado €l cliente que, estando en el sistema, es atendido
por e servidor y no forma cola. En ese mismo espacio de tiempo t, se han atendido [t/b] clientes que ya
han abandonado €l sistema, por tanto quedan en linea de espera: [t/a] +1-1- [t/b] .

2. Seat® T.El sistemayahaalcanzado el estado estacionario y cada nueva |legada es atendida antes de que

acceda la siguiente, no formandose linea de espera, y la cola sera de 0.

Tiempo de permanencia en cola del n-ésimo cliente: an .

El tiempo de permanencia en coladel n-ésimo cliente toma el valor:

i (n-2b s neg |
V\/q”=%(n-1)b-(n-l)a s I<nfl+A
1 0 s n>l+A

Demostracion:

Para un cliente determinado su tiempo de espera en cola vendra dado por la diferencia entre e momento en que
entra a ser servido y su tiempo de llegada a las instalaciones. Si se denota por 'I',,n a tiempo de llegada del
cliente n, entonces:

0 s nfl

i
n — -
Ti _%(n- Ja s n>|

1. Sea N£ | . Su tiempo de espera en cola es & que se tarde en atender a los n-1 clientes anteriores a &:

(n- b.



2. Sea |l <n£ 1+ A. Son los nuevos clientes que no encuentran el sistema libre y tienen que esperar para
ser atendidos. EI momento en que entra la unidad n-ésima a ser servida es en: (n - 1)b , que es lo que tarda
€l sistema en atender a las llegadas anteriores a é. El tiempo de llegada a sistema de la unidad n-ésima
viene dado por: (n - )a. Por lo que € tiempo de permanencia en cola del cliente n queda
(n- Db- (n- 1)a.

3. Sean> 1|+ A. Losclientes encuentran a servidor ocioso y son atendidos inmediatamente, con un tiempo

de permanencia en colade 0.

2.1.2. Modelo D/D/1U/K con tiempo entre llegadas menor que el tiempo de servicio.

En este modelo se cumple que a<b, asi € nimero de clientes que llegan a sistema por unidad de tiempo es
mayor a nimero de servicios. Si este sistema no se controla nunca acanzara un estado estacionario, puesto
que los clientes se acumularén en sus instalaciones, creciendo la linea de espera de forma ilimitada. Debido a
ello cada cliente debera esperar para ser servido mas que sus predecesores. Para prevenir esto y asegurar €
funcionamiento del sistema, se establece una capacidad maxima de K clientes en las instalaciones. Cuando se
alcanza esta cantidad de K clientes ninguno mas es admitido hasta que €l nimero de clientes en € sistema
disminuye a K-1, lo que ocurre cuando un cliente ha completado su servicio y lo abandona. Se fija para €

desarrollo del modelo larestriccion | < K.

El sistema alcanza el estado estacionario cuando en el mismo se acumulan K clientes. Para caracterizarlo se
necesita calcular e instante en el que por primera vez se produce esta circunstancia 'y € cliente que en ese

momento es rechazado. Se denota en lo que sigue por:

N, : primerallegada que se rechaza en el sistema,

t, :instante apartir del cual se rechazan clientes en el sistemay se alcanza el estado estacionario.

Se pasa aexponer €l desarrollo del célculo delosvaloresde N,y t,:

Por una parte, el tiempo maximo de espera en este sistema corresponde a la de aquel cliente que a su llegada

ocupe la posicion K-ésima en las instalaciones del sistema. Su tiempo de espera coincidird con € servicio

completo de los K-1 clientes anteriores a él: (K - 1)b.

Por otra parte, € tiempo de permanencia en cola del n-ésimo cliente es la diferencia entre el momento de
empezar a ser servido, (n - 1)b (empieza a ser servido cuando completa su servicio € anterior), y €
instante de acceder a sistema, T, =(n- I)a. Asi, & cliente n permanece en cola: (n - 1)b - (n - )a.

Esta diferencia es creciente en n, cada nuevo cliente tiene que esperar en linea méas que € anterior.



Aquel cliente n, oue cumple por primera vez que su tiempo de permanencia en cola es superior a lo
maximo que se puede esperar en € sistema tendra que ser rechazado. Esta condicion indica que a lallegada
del cliente n-ésimo a sistemaen é hay yaK clientesy que esto sucede por primera vez. Por tanto:
Kb- la
> S —
b- a

n, tiene que ser el primer nimero entero que cumple la expresion anterior, entonces:

(qk - 1)b- (ntk - I)a>(K- )bU n

N _ éKb- Iau+1
“ 8b-aH

Como t, esel instante en que serechaza al cliente N, , su valor es el delallegada del mismo:

t =Ty :(ntk - I)a

Conlosvaloresde N, y t, se tiene caracterizado el sistema. Se pasa a describir las medidas de efectividad

para el modelo.

NUmero de clientesen cola en € instantet: n;.

Sean 0£r<a;0£r, <b,taquet®r mod(a) % t © r, mod(b) , se cumple que:

1éty étu
iapt!l-1l-a45 8§ Of£t<t
L A ‘
n, =1 K-2 s t3t ;r>rn
1 K-1 s t3t ;rfr
|

Demostracion:
1. Sea O£t <t,. No se ha alcanzado todavia el estado estacionario y e nimero de clientes en cola sera

igual a total de llegadas hasta t menos el total de servicios completados hasta ese mismo momento,

excluyendo a cliente que se encuentra en e servicio en ese instante. Por el modelo anterior se tiene:
[t/a] +1 - 1- [t/b].
2. Seat 3 t, . El sistema se encuentra en estado estacionario oscilando el nimero de clientes en cola entre K-

1yK-2.

! Por brevedad en las expresiones, se representa por X°© r mod(y) con O£r<y a vaor de

r=x- [X/ y]y. Si los valores de x y de y fuesen nUmeros enteros, r corresponderia a resto de la divisién de

x entrey. En nuestro caso los valores quiza no sean enteros por lo que se realiza un abuso en la notacién con €
objetivo de facilitar lalectura de las expresiones.



Como se produce la salida de un cliente de las instalaciones a intervalos de amplitud b, todo instante t

estara entre dos salidas consecutivas, que se denotaran salida my salida m+1. Se cumple entonces que

mb £t <(m+ Db, luego:

- t
p

b hd
77 b

t
A t -1<m£6
t<(m+1bU m> - 1p

<K\

Dado que mi N* ,esm= [t/b] de forma que la salida anterior al instante t, mas préxima at, se produce

en e momento mb = [t/b]b.
Como se produce la llegada de un cliente a sistema a intervalos de amplitud a, todo instante t estara
entre dos |legadas consecutivas, que se denotaran por llegada N, y llegada N, +1. Por ello se cumple que

natt< (n1 + 1)a. Despejando como en el caso anterior se obtiene: N, = [t/a], y por tanto la

llegada anterior at, més proximaat, se produce en €l instante N,a = [t/a]a .
De estaforma:
I. Hay K-2 clientes Unicamente desde que se produce una salida hasta la llegada siguiente. Es decir, si
entre lasalidaanterior at y el instante t no se produce ninguna llegada entonces en t hay K-2 clientes en

cola, lo que equivale a que la llegada mas proxima a t sea anterior a la salida mas proxima
[t/a]a < [t/b]b. Sir=t- [t/a]a yr=t- [t/b]b, entonces la condicion anterior se traduce en
r>r,.

Il. Hay K-1 clientes si t esigual o posterior a una llegada, es decir, si hay una llegada entre t y la salida
anterior at. De acuerdo al apartado |, en este caso se cumple: [t/a]a 3 [t/b]b o lo que es equivalente

rer,.

Tiempo de permanencia en cola del n-ésimo cliente: Wq”.
El cliente n-ésimo es aceptado en € sistema s N< n, o s n> n, vy cumple que O£r <a, para
(n- 1)a° r mod(b) con O£ r <b. En caso de ser aceptado, su tiempo de permanencia en colaes:

] (n- b s ngel
[
W' =i(n-b-(n-1)a s I<n<n
Po(K-2b-r s n>n
Si por el contrario N3 n, vy afr <b, entonces e cliente es rechazado.

Demostracion:



1. Sean £ | . El cliente es uno de los iniciales Ilegados al sistemay tendré que esperar a que atiendan alos n-
1 anterioresad: (n- 1b.

2. Sea |l <n< n, . Dado que n, es e primer cliente rechazado, n es aceptado en el sistema teniendo que
permanecer en cola el tiempo que transcurre desde su llegada a las instalaciones hasta que empieza a ser
servido, que coincide con la sdlida del cliente n-1. Se conoce que: T, = (n-lay Ts”'1 =(n- 1)b,
entonces el tiempo de permanenciaen colade dientenes (n- b- (n- 1)a.

3. Sean>n,,(N=n_ esel primer cliente rechazado). El cliente n-ésimo accede a sistema cuando éste ya
ha alcanzado €l estado estacionario con K clientes, pudiendo ser aceptado o rechazado. Sera rechazado s a
su llegada se encuentran K-1 clientes en cola. Por e contrario, si a su llegada la linea de espera a
descendido a K-2, por haber terminado su servicio un cliente, el n-ésimo sera aceptado. Esto Ultimo ocurre
cuando entre la salida mas proxima a lallegada del cliente n 'y €l instante de llegada de dicho cliente no ha

tenido lugar ninguna otra llegada. Es decir, se sabe que las salidas se producen de formaregular aintervalos

de amplitud b, asi que lallegada del cliente n se encuentra entre dos salidas que se denotaran my m+1:

mb£T" <(m+2)bbP mb£(n- I)a<(m+1)b

Despgjando m se llega & m= [(n- I)a/b] con lo que mb = [(n- I)a/b]b es e momento en que se

produce la salida més cercana 0 més proxima alallegada de n. Si desde mb hasta la llegada de n transcurre
un tiempo superior a a, entonces ha tenido que acceder otro cliente a sistemay no puede ser la cola de K-2

clientes. Por tanto, para que cuando llega n sea aceptado, su instante de entrada en el sistema tiene que estar
comprendido en e intervalo [mb,mb+ a), es decir: mMb£(n- 1)a<mb+a; y sera rechazado si:

mb+a£ (n- 1)a<(m+2)b. Sustituyendo el valor de m en estas expresiones:

- _ I N - _ I a\
b € b u

€
én- 1) a&(n- 1)au O
pb+af(n-l)a< 1+ 1+b
8 b u ( ) gg b H (%]

Sea (n- 1)a® r mod(b) con O£ r <b, entonces la condicién para que e cliente n sea aceptado en el

sistemasetraduceen que O£ r < a, y lacondicion para ser rechazado setraduceenque a£ r <b.

Bajo la condicion de que € cliente n es aceptado, se pasa a calcular su tiempo de permanencia en cola.
Si lallegada del cliente n se produce en € instante de una salida, entonces en ese momento hay K-1

clientes antes que é en las instalaciones. Su espera serd la situacion de méaxima permanencia en cola, y

tomael vaor: (K - 1)b.



Si lallegada de n dista una cantidad x de |a salida anterior, debera esperar: (K - 1)b - X, donde x es €
tiempo que € servidor estd atendiendo al cliente siguiente. El valor de x viene dado por la diferencia

entre el tiempo de llegada de n y €l instante de la salida méas proxima a n, que es mb:

(- 1)ac
x=T,/-mb=(n- I)a- gut'}):r
€ b a

En e caso en que lallegada se produzca alavez quelasdida, secumple: X =T,' - mb=0P r =0.

En ambos casos € tiempo de permanencia en cola se escribe: (K - 1)b -r.

3. Modelo de colas con tiempos de servicio fuzzy D/ D/1/K.

Los modelos de colas deterministas desarrollados anteriormente se gjustan ahora a uno fuzzy que puede

expresarse en una notacion similar a la de Kendall como D / D/1/ K. Li-Lee (1989) consideran que cada
modelo de colas fuzzy puede ser considerado como una percepcién de un sistema de colas usual a que se le

puede denominar € original del modelo de colas fuzzy. El conjunto Q de todos los posibles originales del
modelo fuzzy D/ D/1/K se puede escribir como: Q Z{(D/ D/1/K)/bl soportel;} . Proponen

obtener las distribuciones de posibilidad de las medidas de efectividad de los model os de colas fuzzy aplicando
el principio de extension de Zadeh desde las soluciones de sus modelos originales con los parametros conocidos

de forma precisa, de manera que la funcién de pertenencia de la cola fuzzy es:

n]D/MK)(D/ D/1/K)=m(b)
donde m (b) representa la funcion de pertenenciadel nlimero borroso 6 . En general, todas las funciones de

parametro fuzzy 6 pueden ser definidas por:

m, (5)(y) = ?E{%(X) ly=f (x)}

Sea un modelo de linea de espera al que los clientes acceden a una tasa de 1/a clientes por unidad de tiempo y

en e que los servicios se producen de forma incierta y pueden aproximarse mediante un nimero borroso
trapezoidal que se representa por b = [bl,b2 ,b3,b4], con b, £a £Db;, y se produce sin iteracion con las

llegadas. Se fija parael desarrollo del modelo larestriccion | < K.

Por ser en este modelo b, £a £Db,, la evolucion del sistema en los casos extremos puede ser o bien

encontrarse en un instante determinado el servidor ocioso por servir a todos los clientes de forma mas rapida

gue €l ritmo de llegadas, o bien acumularse los clientes en cola por atenderlos con un tiempo superior a tiempo



entre llegadas, hasta alcanzar la capacidad maxima de K clientes en las instalaciones. Se caracteriza el sistema
calculando el momento primero en que se pueden dar estas situaciones, es decir, €l instante en que € servidor
puede quedar ocioso por primera vez y cuantos nuevos clientes llegaran a las instal aciones hasta ese momento,
o €l instante en € que €l sistema puede rechazar al primer cliente'y cual puede ser ese primer cliente rechazado.

Se denota en lo que sigue por:

p-]

: nuevas llegadas a sistema antes de poder quedar el servidor ocioso,

'F . instante de tiempo a partir del cua puede quedar el servidor ocioso,

ﬁ[k . primer cliente que puede ser rechazado en el sistema,

l

t, :instante detiempo en el que se pueden rechazar clientesen e sistema

Aplicando €l principio de extensién de Zadeh se pueden obtener los resultados para e modelo fuzzy con

parametro 6 , pero dada la dificultad de aplicacion del mismo se ha comprobado que las expresiones de los

model os originales de colas deterministas A, T, N,y t, cumplen ser, para Ay T, funciones crecientes respecto

ala variable b, y funciones decrecientes para n, vy t, , de forma que todas ellas pueden ser representadas

mediante el uso de a -cortes. Sea b, = [ba ,Ba] d a-cortede b , entonces:

&p (1-1u 0
Wﬂﬁi T, =[(| +A b, ’¥)

ntk ee U+1¥
g ba-a g 2

—1ty

&Kb, - lal 0 4 o)
ta :gn L I)a,¥‘-a

Las expresiones anteriores solo van a estar acotadas inferiormente ya que, por una parte, puede suceder que €
sistema nuncatenga a servidor ocioso si evoluciona con un tiempo de servicio superior al tiempo entre llegadas
0, por otra parte, también puede suceder que € sistema nunca rechace a ningin cliente (y todos son aceptados
en las instalaciones) en €l caso de que su evolucion sea la contraria. De aqui que € extremo superior en cada
una de €ellas va a ser infinito y solamente es necesario calcular la primera vez que se pueden dar estas

situaciones.

A partir de ;& 'F ﬁ[k, ﬂ que caracterizan el sistema de colas fuzzy se desarrollan las medidas de
efectividad N t y VR\-/q”. Para la aplicacion del principio de extensién de Zadeh es necesario determinar €
modelo de colas original a modelo con datos fuzzy, pero paralas expresiones de las medidas de efectividad ﬁ;

y VR\-{qn existen dos originales al modelo fuzzy, dependiendo de la relacion entre € tiempo entre llegadas y €

tiempo de servicio, por lo que no es posible la aplicacion de este principio.

10



Teniendo en cuenta que todo nimero borroso C puede ser escrito de la forma 6 :UaCa con
a

C, = [Qa ,Ea] e a-cortede C "al [0,1] , las medidas de efectividad quedan:

S —qa’ ga’

= -t AN — n n o _ n oyans" w7
n, =Uan;, conng, :Lf rua} V%-—gavwaconvwa—[m[ va], al[o]

de manera que si se conocen los a -cortes n;a y V\/q'; se conocen las medidas de efectividad del modelo con

datos borrosos.

Los valores de n;a y W, sonlosintervalos, dado a fijo, del nimero de clientes en colaen el instante t y e

tiempo de permanencia en cola del cliente n-ésimo cuando € tiempo de servicio b toma sus valores en €
mismo a -corte, s decir, cuando € tiempo de servicio se mueve en € intervalo [ba ,Ba] , por lo que se pasa a
calcular las expresiones del nimero de clientes en cola en t y tiempo de permanencia en cola del cliente n-

ésimo, para € modelo de colas con tiempo de servicio comprendido en € intervalo [D,B] y tiempo entre

llegadas a, constante , modelo que siguiendo la notacion de Kendall se denotard D/DI/L/K. En este caso se

caracteriza €l modelo con:

édll - Ju
A:e_( )L,J I:(|+A)l_3
ga-by
éKb- lau
N, =€+ l;j+ L :(ntk } I)a
g b-a

Con losvaoresde A, T, n. vy t, sesabe que s a sistema llegan los clientes a una tasa constante de 1/a
clientes por unidad de tiempo y € tiempo de servicio oscila en € intervalo [D,B] ,conbfat 5 d sistema
evoluciona de forma que con menos de A nuevas llegadas o antes del instante T no es posible que un cliente
encuentre el sistema vacio a su llegada, y todos los clientes llegados antes del cliente th o del instante t, son
aceptados en las instalaciones.

—t
Intervalo del nimero de clientes en cola en €l instantet: [Q; ,nq] :

—t
El nimero de clientes que hay en lacolaen € instante t puede variar en € intervalo [Q; ,nq] , donde;
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VI
g S O0£t<T
a

1 0 s t3T

é s 0ft<t,
T K-1 S t3t,
Demostracion:

1. El valor minimo ddl intervalo del niimero de clientes en colaent se obtiene:

Sea O£t <T. Iniciamente en e sistema hay | clientes, y en € mejor de los casos la cola ird

descendiendo hasta ser de cero en el instante T, luego si t es anterior a T la cola esta formada por €l
numero de |legadas al sistema hasta dicho instante, [t/ a] + 1, menos el nlmero de servicios que se han
completado, s se realizan con un tiempo de servicio de b, [t/b] excluyendo a cliente que se

encuentra en servicio. Asi: [t/a +1-1- [t/b]
Seat 3 T.El valor minimo del nimero de clientes en colayaes de 0 dado que si se sirve a un ritmo de

b,en T @ servidor queda ocioso entre servicios y no se formacolaen e sistema.
2. El vaor maximo del intervalo del nimero de clientes en colaen t se obtiene:

Sea O£t < t,. Silos servicios se realizan més despacio que las llegadas, se van acumulando los

clientes en el sistema hasta alcanzar en t, la capacidad méxima, K. Hasta ese momento, el nimero de
clientes en cola estd formado por € nimero de llegadas al sistema hasta dicho instante, [t/ a] +1,

menos € nimero de servicios que se han completado si se realizan con un tiempo de servicio de 5
[t/B] , excluyendo al cliente que se encuentraen el servicio. Asi: [t/a] +1-1- [t/E] .
Seat3 t, . El sistema puede haber evolucionado hasta tener en cola los K-1 permitidos, cantidad que

se puede dar en todo t como valor maximo, porque en este modelo se cumple que en todo intervalo de
una salida hay a menos la llegada de un cliente, de forma gque cuando la cola puede descender a K-2
porgue se completa un servicio es posible que un nuevo cliente acceda a sistema en el mismo instante

con lo que se mantiene la colaen K-1.

Intervalo del tiempo de permanencia en cola dél n-ésimo cliente: V_Vg ,V_VQ] .

El tiempo de permanencia en cola de n-ésimo cliente puede variar en el intervalo [V_Vg ,V_Vg] , donde:

12



i (n- )b S nel
\ng:_{(n-l)p-(n-l)a s I<nfEl+A

1 0 s n>l+A

i (n- )b s ne
Wq=i(n- 2b- (n-1)a s |<n<n

+ (K- 1b s n3n

—ty

Demostracion:
1. El valor minimo del tiempo de permanencia en cola del n-ésimo cliente se obtiene:

Sea N £ | . El tiempo minimo de permanencia en cola es el tiempo que tarda el servidor en atender a
los n-1 clientes anteriores an en @ menor tiempo posible: (n - 1)b .

Sea | <nf£ | + A. Tiene que permanecer en cola € tiempo que transcurre desde que llega a las

instalaciones en 'I',,n = (n- I)a, hasta €l instante lo mas pronto posible en que puede pasar a ser
servido, instante que coincide con la salida mas temprana del cliente n-1, que es (n - 1)[2. Asi:
(n- b- (n- I)a.

Sea N> 1| + A. Es posible que cuando € cliente n accede al sistema encuentre a servidor libre, y no

tiene que esperar en cola, y su tiempo minimo de espera es de cero.
2. El vaor maximo del tiempo de permanencia en coladel n-ésimo cliente se obtiene:

Sea N £ | . Permanece en cola el tiempo de atender alos n-1 clientes anteriores an con e mayor tiempo
posible: (n- 1)5

Seal <n< n, . Permanece en cola € tiempo que transcurre desde su llegada a las instalaciones hasta
el instante lo més tarde posible en que puede pasar a ser atendido, instante que coincide con la salida
més tardia del cliente anterior n-1, que esen (n- 1)5.Asi: (n- 1)5- (n- I)a.

Sea n3 th . El méximo tiempo de permanencia en cola es € de atender a los K-1 permitidos en la
linea de espera, con un tiempo de 5 lo cual puede ocurrir si justo la llegada del cliente n a sistema
coincide con la salida de un cliente del mismo, lo que dadas las caracteristicas estudiadas para este

modelo puede suceder atodo cliente n. Luego setiene: (K - 1)5

A partir de las expresiones obtenidas con tiempos de servicio en intervalo, se determinan las medidas de

efectividad para el modelo con tiempos de servicio fuzzy.

Numero de clientesen cola en € instantet: ﬁ'qt .

13



El nimero de clientes en colaen €l instante t, ﬁq €s un ndmero borroso, y S se representa por ﬁc: =U an;a
a

_t n T
con N, = [gga ,nqa] o a-corte " a1 [04], entonces

1éty étu
¢ _laptl-1-g3 9 0£t<T
an_,',gaH aﬂ :
1 0 s t3T,
1étu étu .
—t lxan+tl-1- =25 9 0£t<t
Noga = I gal 83a H “ha
§ K- 1 s tit,

— _
Tomando €l intervalo del nimero de clientes en cola en t [Q; ,nq] , Se obtienen los extremos del a -corte

—t o ) ~ _
n;a = [gga ,nqa] sin més que sustituir el correspondiente a -cortede b , [ba ,ba] :

Tiempo de permanencia en cola del n-ésimo cliente: Vvq” .

El tiempo de permanencia en cola del n-ésimo cliente, V\/qn es un ndmero borroso, y s se representa

V"\'/qn =UaW,, con W, = [\/_Vn V_VEa] e a-cote"al [0,1] , entonces:

ga’

i (n- 1o, s nel
V_VQa:}.(n-l)l_aa-(n-l)a s I<nfl+A,
% 0 s n>1+A
L o-gb s ned
We =i(n- Db, - (n- 1)a s | <n<n,
+ (K - b, s ndn

De la misma manera que en la medida de efectividad anterior, con €l intervalo del tiempo de permanencia en

ga’

cola del cliente n, [V_Vg ,V_Vg] se determinan los extremos del a -corte V\/q';l = [\/_Vn V_VEa] sin més que

sustituir el correspondiente a -corte de 6 , [ba ,Ba] .

Los subconjuntos ﬁ; y V\/qn son ndmeros borrosos, ambos cumplen ser subconjuntos convexos y estan

normalizados.
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4. Ejemplo de un modelo D / D/1/K.

A continuacion se expone una aplicacién del modelo tedrico para €l caso del establecimiento de un sistema de
citas. Se considera un modelo de colas en e que los clientes son citados de forma constante a lo largo del

tiempo de servicio de un Unico servidor. Los servicios se desarrollan siguiendo una distribucién de posibilidad

acorde a un nimero borroso, que tiene funcion de pertenencia trapezoidal b = [10,12 ,16,20] .

1 1 0 s bElO
m (b) i—5 8 10EDEI2
i |
b=f 1 s 12£b£16
(o) 20-b
{7, S 16£bE£20
R f o s b320

10 12 16 20

El nimero inicial de clientes en el sistemaes | = 3y la capacidad del sistema de K = 5. El sistema cita a los
clientes alo largo de un tiempo establecido de 300 minutos, a partir del cual ningun cliente nuevo es aceptado
en lasinstalaciones, y e servidor termina de atender alos que permanecen en cola. El objetivo es determinar e
tiempo entre sucesivas llegadas, a, de manera que con un nivel de aceptacién del 90%, en los 300 min. se citen
a mayor nimero posible de clientes a fin de que el servidor se encuentre libre lo minimo, con la condicién de
gue la longitud de la cola sea menor que la capacidad del sistema para no tener que rechazar a ningun cliente

gue sea citado previamente.

Para que todos los clientes citados en los 300 min. sean aceptados en las instalaciones es necesario que €

primer instante en que un cliente puede ser rechazado en este sistemalo sea con un tiempo posterior a 300 min.
Se sabe por el modelo con datos fuzzy que ﬂ proporciona el instante de tiempo en €l que se pueden rechazar
clientesen el sistema. Asi, se trata de calcular el valor de a de forma que se cumpla que ﬂ seaigua 0 mayor a

300, y ello con un nivel de aceptacion del 90%, es decir, con @ = 0,90 lo que determina un tiempo de servicio

bos = [bo,g ,50,9] = [118,16 4]:

KD, - 6 0
(th - I)a,¥ e—u+1' |=a,¥ =
: g6 ba-a g g 2

_ €#5X164- 3a, 3au 3(3 0 _ cog82- 3au 2a¥
fios g 164- a H 2 §8164 atl a

tkal =
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€#82- 3au 06 O a882- 3au 0O
3 P &fCA———— - 229 ¥+3 P ca——\- 2+a3 P a3 14,76
too 3 300 g&GA- afl ga, : 300 8816,4- afl ga 300p a :

De esta forma se establece que el tiempo entre sucesivas llegadas que optimiza este modelo de colas fuzzy es
a=14,76 con lo que en el tiempo de duracién del servicio, de 300 min., € sistema debe seguir una politica de

citar a 23 clientes.
Sustituyendo en las formulas presentadas en la seccion precedente, se pueden obtener las medidas que
caracterizan a este sistema, y las medidas de efectividad del modelo con datos borrosos cuando € tiempo entre

sucesivas llegadas es 14,76. Asi:

Nuevas llegadas al sistema antes de poder quedar el servidor ocioso:

() )

é 20+4a ( _0
a0 23
"""" A &4.76- 2all o

\4

T, =[(3+ A, )(10+ 2a), 460)

0@ s &5 @i W51 IB @

Primer cliente que puede ser rechazado en el sistema:
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\4

11121314 15.............. 21 22 23....

_665572- 2080 . 0
“%524-4a %

Instante de tiempo en el que se pueden rechazar clientes en € sistema:

m (t)

A 4

s 812 12 21 Al 2ZB2....iinn

Numero de clientes en cola en € minuto 100:

i
i
g8 :é
e

\4

Tiempo de permanenciaen coladel cliente 9:

17

é

é0’8'
é 100 u8
810+ 2all

t, :[(tha - 3)14' 76, 2952)

é 100 il
820- dat]
é 100 (i
820- dat]

s a£0555

s a>0555



_i [0,7144- 32a] s a£0535
® "i[16a - 856,7144- 32a] s§ a>0535

o _1
i

=

0 744 39,44 71,44

5. Simulacion.

Con €l uso del programa Arena se ha efectuado un experimento de simulacién del modelo. La variable tiempo

de servicio, b = [10,12,16,20] se simula mediante la generacion de una variable aeatoria uniforme sobre

cada intervalo del tiempo de servicio, [ba ,Ba] para los a -cortes de nivel: 0, 0'25, 05, 0'75 y 1. Se han

realizado 2.000 réplicas del modelo. Los resultados obtenidos son:

Nuevas llegadas al sistema antes de poder quedar el servidor ocioso:

a Vaor medio Valor Valor
minimo maximo
0 22,916 7 23
0,25 22,943 13 23
0,5 22,964 12 23
0,75 22,965 14 23
1,00 22,944 16 23

Instante de tiempo en el que se pueden rechazar clientes en € sistema:

a Vaor medio Valor Valor
minimo maximo
0 298,75 162,36 300
0,25 299,95 250,92 300
0,5 300,00 300,00 300
0,75 300,00 300,00 300

18



1,00 300,00 300,00 300
NuUmero de clientes en cola en € minuto 100:
a Valor medio Valor Valor
minimo maximo

0 1,6015 0 3
0,25 1,4760 0 3
0,5 1,3465 0 2
0,75 1,1900 0 2
1,00 1,0375 0 2
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Tiempo de permanenciaen coladel cliente 9:

a Vaor medio Valor Valor
minimo maximo
0 31,536 7,182 56,786
0,25 29,368 8,821 53,128
0,5 27,442 8,876 45,217
0,75 25,458 11,639 40,422
1,00 23,375 13,431 33,840

La solucion analitica obtenida en la seccion anterior es comparada de forma favorable con los resultados de la

simulacion.
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