DECISIONESMAYORITARIAS POR DIFERENCIA DE VOTOS'

José Luis Garcia Lapresta - Bonifacio Llamazares Rodriguez

Dep. de Economia Aplicada (Mateméticas)
Facultad de Ciencias Econémicasy Empresariales
Universidad de Valladolid

Resumen: En este trabgjo se introduce y caracteriza una clase de procedimientos de
votacion comprendidos entre la mayoria simple y la decision unanime. Se trata de
aquéllos en donde, dadas dos propuestas, resulta vencedora la que consigue un
nimero de votos que supera a los obtenidos por la otra en a menos una cantidad
previamente fijada En e trabgo se dan varias caracterizaciones de estos
procedimientos a través de funciones de agregacion de preferencias difusas

asociadas tanto a medias cuasiaritméticas como a operadores OWA.

1. Introduccion

Cuando solo existen dos aternativas (candidatos o propuestas) a votar por un nimero
elevado de electores, uno de los métodos més usados en la préctica es e de la mayoria
simple. Con este método se garantiza que la aternativa vencedora tiene mas apoyos que
la perdedora, pero solamente eso, pudiéndose dar € caso de que, ante una amplia
abstencion, resulte ganadora una alternativa que apenas cuente con apoyos entre los
electores. Asi, s de 100 electores, 2 de ellos apoyan la aternativa x, 1 apoya la

aternativay y los 97 restantes se abstienen, resulta vencedora la alternativa x.
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Para evitar Situaciones como la descrita, en ocasiones se utiliza e procedimiento de la
mayoria absoluta, que exige € apoyo de mas de la mitad de los electores para dar por
vencedora a una aternativa. Por el mismo motivo, cuando se desea conseguir un amplio
respaldo por parte de los electores, se utilizan otro tipo de mayorias cualificadas, como
la de dos tercios, tres cuartos, etc., muy usadas en la préctica. No obstante, cuando
resulta dificil conseguir apoyos tan amplios, estos procedimientos tienen €l inconveniente

de resultar poco decisivos.

En este trabgjo introducimos y estudiamos una clase de procedimientos de votacion mas
exigentes que € de la mayoria simple, los cuales evitan en diferente medida su principal
inconveniente. Asi, para que una alternativa resulte vencedora es necesario obtener un
nimero de votos que supere a de los obtenidos por la otra en una cantidad previamente
fijada. Cuando esta cantidad es nula, € procedimiento coincide con e de la mayoria
smple. S la cantidad fijada es la del nUmero de electores menos uno, € procedimiento
resultante es e de la unanimidad de los electores. Si la cantidad prefijada no es extrema,
como ocurre en los casos anteriores, € procedimiento, ademas de garantizar que la
aternativa seleccionada es vencedora por mayoria smple, exige cierta diferencia en €
nimero de votos, la cual puede graduarse convenientemente, seglin se desee a priori,

para matizar € efecto de la abstencion.

Ademas, en €l trabgjo se introduce una variante del procedimiento anterior, en donde se
exige adicionamente un nimero minimo de votos para que una aternativa resulte
ganadora. Con €ello se garantiza no s6lo una ventgja predeterminada en el nimero de
votos sino € apoyo de un nimero minimo de electores, o que aproxima el método al de

lamayoria absolutay alos de otras mayorias cudlificadas.

Los resultados contenidos en € trabajo son de caracterizacion de los procedimientos de
votacion expuestos mediante dos clases de funciones de agregacion de preferencias
difusas. las asociadas a medias cuasiaritméticas definidas por automorfismos de orden del

intervalo unidad y |as asociadas a operadores OWA.

El trabajo se organiza como sigue. En la segunda seccion se introducen las funciones de
agregacion que permiten definir la preferencia colectiva entre las dternativas a partir de
las preferencias individuales, tanto en el caso de que los electores muestren intensidades
en sus preferencias como en € de que éstas sean ordinarias. En ambos casos se

introducen algunas propiedades de las funciones de agregacion, tales como la simetria,
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gue reflgja el respeto a anonimato, y la neutralidad, en e sentido de May (1952). En este
contexto se definen las dos clases de procedimientos de votacion que se estudian
posteriormente. En la tercera seccion se presentan las funciones de agregacion
correspondientes a las medias cuasiaritméticas definidas por automorfismos de orden del
intervalo unidad y a los operadores OWA introducidos por Yager (1988). La cuarta
seccion contiene los resultados del trabajo, en los que se caracterizan las dos clases de

procedimientos de votacion através de medias cuasiaritméticas y de operadores OWA.

2. Funciones de agregacion

Supondremos dos aternativas x, y sobre las que m electores, con m3 3, han de mostrar
sus preferencias. Con r. 1 [0,1] denotaremos la intensidad con la que €l elector i prefiere
xay S rli {0%1} diremos que € elector i tiene preferencias ordinarias y
entenderemos que el valorder. es1,00 % , Seguin el elector i prefierax ay, prefieray a
X 0 seaindiferente entre ambas alternativas.

a3 lm

A cada vector (rl,.. r ) gue describa las preferencias de los electores (entre la

aternativax y ladternativay) se le denominara configuracion de preferencias.
Definicion 1.

Una funcién de agregacion difusa (FAD) es una aplicacion F :[01]" 3%® [0]. Dada
una configuracion de preferencias r =(r,,...,r,, )i [0]", F(r) mostraralaintensidad con
laque x es preferida colectivamente ay.

Una funcibn de agregacion ordinaria (FAO) es una aplicacion
F :{O,%,l}m % ® {O,%,l} . Dada una configuracion de preferencias ordinarias
r=(r,...r.)1 {04,2", F(r) mostrara s x es preferida colectivamente a y, y es

preferida colectivamente a X, 0 bien x e y son indiferentes colectivamente, segin sea su

valor, 1, 00 3, respectivamente.

A continuacion se introducen dos propiedades de las funciones de agregacion: la simetria
y la neutralidad. La primera garantiza € respeto al anonimato, toda vez que la

preferencia colectiva solo depende del conjunto de las preferencias individuales y no de



qué electores las posean. La neutraidad equivale a que se invierta la preferencia
colectiva cuando seinvierten las preferencias individuales.
Definicion 2.
Sea F una funcion de agregacion, difusa u ordinaria.
1. Se dice que F es simétrica s y s6lo s para cualquier configuracion r =(r,,...,r.) y
cuaquier permutecion s de {1...,m} sesatisface F(r, ..., & () = F(r)-
a) S F esuna FAO simétrica, entonces F(r) viene determinada por el nimero de

1 y 0. Asi, para cada configuracion (r,,...,r,,), definimos
i) n(xPy)=#{i|r, =1} (nimero de electores que prefieren x ay),
i) n(xly)=#{i|r, =1} (ntmero de electores que se muestran indiferentes
entrexey),
iii) n(yPx)=#{i |r =0} (nimero de electores que prefieren y ax).
Obviamente, n(xPy)+n(xly)+n(yPx)=m. Asi, F puede representarse por
unafuncion f:M%%® {0,1,1}, donde

={(m.mym )1 {0, [m, +m, +m, = m}

m mao

f (mom,m)=F& " 15..,3,0..02
e a
b) Andogamente, s F es una FAD simétrica, entonces la restriccion
F |{o,%,1}m:{°’%’1}m @ [0]]
viene determinada, al igual que en e caso anterior, por € nimero de 1, % y O.
Por tanto, F |{0é]1}m puede representarse por una funcién f :M3¥® [0]],

donde
m, mg O
f(m,m,m,)= ng L dra3,00.0%,
2. F es neutral (en un sentido similar a dado por May (1952)) s y sdlo s para cada

configuracion (r,,...,r ) sesatisface



Fr,....r,)+F@-r,...,1-r )=1.

Observacion 1.

Si F es una FAO simétrica, entonces F es neutral si y sélo si paratodo (m,m,,m,)T M
se veifica f (ml,mz,m3)+ f (ms,mz,ml):l. En este caso queda caracterizada por las
ternas (m,m,,m,)i M talesque f(m,m,,m)=1,yaque f(m,m,,m,)=0 equivde
a f(m,m,m)=1y f(m,m,m)=3 equivde a que f(m,m,m)*1 y
f(m,m,m)1.

Cuando los electores tienen preferencias ordinarias, dada una FAD F :[01]" %4® [0]],

ésta puede restringirse a configuraciones de preferencias  ordinarias,

F |{011}m:{0’%’1}m %® [01]. Si se desea conseguir una FAO a partir de F, sera

necesario que las intensidades de preferencia colectiva tomen valores O, % 1 A

continuacion se presenta una via para llevar a cabo la transformacion de una FAD en una

FAO, cuando los electores tienen, o hayan de mostrar, preferencias ordinarias.
Definicion 3.

Sean unaFAD F :[01]" %:@® [01] y a1 [2,1). Se define laa- FAO asociada a F como
laFAO F, :{0,3,1" %:® {0,4,1} definida por

i, s F(r,..r)>a,
1 s 1-a£F(,..r)ta,
0 s F(,..r)<1-a.

Proposicion 1.
Dada una FAD F, paracuaquier a | [%1) se verifica:
1. S F essimétrica, entonces tambienloes F, .

2. S F esneutral, entoncestambiénloes F, .

Demostracion
1. Obhvio.

2. Sea (r,,...,r,)1 {0,4,1™. Se pueden presentar tres casos:



a S F(r,...,r,)>a,entonces F, (r,,....r,) =1y
F(-r,...1-r )=1- F(r,...,r,)<1- a,
porloque F, (1- r,...1-r )=0.
y
1-a £F(Q-r,..1-r)=1- F(r,...,r, ) £a,

b) Si1-a £F(r,...,r,)£a , entonces F, (r,,....r, )=

N

porloque F, (1- r,,...1- 1, )=

N

¢ S F(r,...,r,)<1- a,entonces F, (r,,...,r )=0y
F(1-r,...1-r )=1- F(r,....,r )>a,
porloque F,(1- r,,...1- 1 )=1.
En los tres casos se verifica F, (r,,...,r.)+F,(1- r,...1-r )=1, por lo que F, es

neutral. M

Observacion 2.
SeanunaFADFyal [3,1).
S F es simétrica, por la proposicion anterior, F, es una FAO simérica y, en

consecuencia, podré representarse por unafuncion f, : M 3#® {O,%,l} , donde

Si ademas F es neutral, por la proposicion anterior, F, esuna FAO simétricay neutral.
Por tanto, se verfica f, (m,m,,m)+f, (m,m,,m)=1 paa cuaquier
(m,m,m)i M. B

A continuacion se introducen los dos tipos de FAO correspondientes a las clases de
mayorias estudiadas en este trabajo.

Definicion 4.

Dado ki {0,1...,m- 1}, definimoslamayoria M, como la FAO simétrica dada por



En otras palabras, x es preferida colectivamente a y cuando n(xPy)>n(yPx)+k, es

decir cuando el nimero de electores que prefieren x ay superad de los que prefiereny a
x en la cantidad k prefijada. Las aternativas x e y resultarén indiferentes colectivamente

s ladiferencia absoluta entre |os votos conseguidos por cada una de ellas no superaak.

Resultainmediato comprobar que M, es, por construccion, neutral.

Observacion 3.
Los procedimientos de votacién de la mayoria smple y de la unanimidad constituyen

casos particulares de la clase de mayorias M, recién definidas.

1. S k=0, se obtiene la mayoria smple: x es preferida colectivamente a y cuando
n(xPy)>n(yPx).
2. S k=m- 1, para que x sea preferida colectivamente a y es necesario (y suficiente)

que todos los electores prefieran x ay: n(xPy)>n(yPx)+m-1 U n(xPy)=m R

Seguidamente se define una subclase de la clase de mayorias M, , donde para que una

alternativa resulte ganadora se exige adicionamente que el nimero de electores que la
prefieran sea mayor que un umbral |.

Definicion 5.

Dados ki {0,1...,m- 4} y 1T {k+1,...,[mk]- 1}, definimos la mayoria M, como la

FAO simétrica dada por
i1 s m>max(m, +k)
f(mm.m)=i4 s Im-mek o max(m,m)el,
1o, s my>max(m, +k,l).

En otras palabras, x es preferida colectivamente a y cuando n(xPy)>n(yPx)+k vy
n(xPy)>I, es decir cuando e nuimero de electores que prefieren x a y supera

smulténeamente a de los que prefieren y a x en la cantidad k prefijaday a umbral |. Las
alternativas x ey resultarén indiferentes colectivamente s la diferencia absoluta entre los
votos conseguidos por cada una de ellas no supera a k o bien ninguna de las dternativas

supera € nimero de votos fijado por e umbral |.

Resulta inmediato comprobar que Ml'( €s, por construccién, neutral.



Nota: [a] es la parte entera de a, es decir el mayor entero que es menor o igua que a.

Observacion 4.
En la definicion 5, los parametros k y | toman valores en los conjuntos correspondientes

para que las condiciones n(xPy)>n(yPx)+k y n(xPy)>1 sean ambas efectivas. La
restriccion | 3 k+1 es necesaria para que la condicion n(xPy)>I no sea redundante,
mientras que n(xPy)>n(yPx)+k no sera redundante cuando exista una configuracion
de preferencias ordinarias que satistaga n(xPy)>1, pero no n(xPy)>n(yPx)+k.
Para hallar e maximo vaor posible de |, se consideran los minimos valores posibles de
n(xPy) y de n(yPx) que satisfacen la condicién n(xPy)>I y que no satisfacen
n(xPy)>n(yPx)+k, siendo dichos valores n(xPy)=1+1y n(yPx)=n(xPy)- k =
=1 +1- k. Cuando se considera la restriccion n(xPy)+n(yPx)£m, d valor méximo
de | se obtiene de la solucién entera de la ecuacion (I +1)+ (1 +1- k)=m, esto es
| =[mtk]- 1. Ademés, los valores que puede tomar k seran (k+2)+(k+2- k)Em, es

decir kEm-4. N

Observacion 5.

El valor méximo que puede tomar m, para e cud existe (m,m,,m,)T M ta que

f(m,m,,m,)=1 es la solucién entera de la ecuacion m, +k+1+m,=m, esto es

m, = J—)m'gﬂj. u

3. Medias cuasiaritméticas y operadores OWA

En esta seccion se presentan dos clases de FAD ampliamente utilizadas en la literatura:
las medias cuasiaritméticas, caracterizadas por Kolmogoroff (1930) y Nagumo (1930), y
los operadores OWA (“Ordered Weighted Averaging operators’), introducidos por

Y ager (1988). Las mayorias M, serén caracterizadas en la seccion 4 a través de medias

cuasiaritméticas y las mayorias M| |o serén mediante operadores OWA, en ambos casos

bajo & supuesto de que los electores tengan, o hayan de mostrar, preferencias ordinarias.



Definicién 6.

Una funcion j :[01] %3%® [0,1] es un automorfismo de orden s y s6lo s j  es biyectiva
y creciente.

Resulta inmediato comprobar que s | es un automorfismo de orden, entonces | es
estrictamente creciente, j (0)=0, j (1)=1 y quej "* es también un automorfismo de
orden.

Definicién 7.

Un automorfismo de orden j :[01]3%® [01] es neutral s y sdlo s verifica

j (@)+j (1- a)=1 paracuaquier al [0,].

Obviamente, s j es un automorfismo de orden neutral, entonces j (%):% yj *es
también neutral.

Definicion 8.

Dado un automorfismo de orden | , se define la media cuasiaritmética asociada a |

como laFAD F’ definida por

Fi (rl’_“’rm):j .12&]-3 (r1)+...+j (rm)o

Observacion 6.

Es inmediato comprobar que F' es simétrica. Ademéas, s | es neutral, entonces para

cadaa i [%1) F/ esunaFAO simétricay neutra y

:L i 1?88 —2iz >a

i me

f1 & m o
flim,m,m)=i{=, d§ l-afj ‘e—cm+-—2=£fa,
2 (m,m,,m;) F g em

:

I

T

Proposicion 2.
S j esunautomorfismo de orden neutral y a 1 [%1) entonces F, viene caracterizada

por



f) (ml,mz,ms):l O m>m, +[2m (@)]- m paracuaquier (m,m,,m,)i M.

Demostracion

Dado (m,,m,,m,)1 M, setiene

fa{ (rn’llm21rng):1 U ] -1(?3&66 +ﬂ00 m, N
e

5 éé>a 0 m, + 0> m @) o
O 2m+m,>2m @) 0 2m+m,>[2m @)] O

0 m+m-m)>[2m @)] O m>m+[om (@)]-m. =

Definicion 9.

Dado w=(w,,...,w_)T [01]" satisfaciendo § w, =1, se define & operador OWA

i=1

asociado a w como laFAD F" definida por

Fw(rl""!rm):aén. W, X (i) »
i=1

donde s esunapermutacion de {L...,m} tal que r, ) 2 -2 1, ().

Proposicion 3.

El operador OWA F" esneutral sy sdlosi w,,,, , =w; paratodo il {1,...,|2

Demostracion

S s es una permutacion de {l...m} tad que %21,

S S

1- rs(m)3 -..31- rs(l). Segl'JneStO

FY@- 1A 1)=1- FY(nar) O Awl-ro.,)=1- awr, O

i=1 i=1

g g g g
U aWlhme)=aWlhpy U aWoawilsg=a Wi
i=1 =1 i=1 i=1

y esta Ultima igualdad es cierta para todo (r,,...,r, )71 [01]" sy s8lo s w,

todo il {1...[7]}. m -

Observacion 7.

I

entonces

=W para

De su definicion se deduce que F" es simétrica. Ademas, S es neutral, entonces para

cadaa i [% ,1), F." esunaFAO simétricay neutra y
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my 1%

i [¢] ¢}

III:L S aW+ a ml+|

'|' i=1 2|

i m
(n11mzrn3):|%, i 1- a£éw+;awml+,£a

| i=1

I my m,

IO’ S ¢} 10

|

aw+;aw, <l-a. ™

i=1 i=

A continuacién se definen los operadores OWA ventana, los cuales promedian los

valores centrales, dejando fuera de consideracion los vaores extremos. Con €llos se

caracterizan en la siguiente seccion las mayorias M .

Definicion 10.
Dado j1 {1....|5]}, sedefine w’ = (w/,...,w,) como
1
w =im- 2(j- 1)’
fo, en los demés casos.

Si=j,j+L...m+1- j,

Al operador OWA asociado a w' se le denomina OWA ventana j-ésimo, € cud es

neutral por construccion.
Proposicion 4.
S jT{L...[2}yal [£,1), entonces F*' viene caracterizada por

. (mum,m,)=1 0 m, >[(2a - 1fm- 2(j - )]+ mex(m;, j - 1)
paracualquier (m,,m,,m)T M.

Demostracion
Dado (m,,m,,m,)T M, setiene

.om 1%
£ (m.m,m)=10 aw +2aw.>a 0

i=1 i=1
O mejy o (m- (- min(m.m-m-(j-1)>a O
m- 2(j - 1) 2m- 2(j- 1) !

O m:2jy2m- (1-1))+min(m- m, - my,m- m, - (j- 1))>2a(m- 2(j- 1)) O

- 1)+m- m - max(m,, j - 1)>2a(m- 2(j- 1)) O

C
3
w
<
N
3
,’\%
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0 m>2jym>(2a-1)m-2(j- 1))+max(m,j-1) O
m, >[(2a - 2)(m- 2(j - 1))]+max(m;,j-1). =

()

Observacion 8.
Cuando j=1,laFAD F W corresponde a la media aritmética. En este caso, se obtiene
la siguiente caracterizacion:
£ (mum,my)=10 m>m+[(a-)m] O m,>m, +[2am]- m
gue coincide con € resultado obtenido en la Proposicion 2 cuando € automorfismo | es

laidentidad. W

4. Resultados de car acterizacion

En e siguiente teorema se justifica que, cuaesquiera que sean la mayoria M, vy €
automorfismo de orden j , existen valores de a para los cuales M, coincide con la

a- FAO asociada ala media cuasiaritméticaF’ .

Teorema l.

Sij esunautomorfismo de orden neutral, k1 {0,1,....m- 1} yaT [4,1), entonces

A j _1aen+k9 a <i _1aarn+k+19
€ 2m € om o

Demostracion

Por la Proposicion 2 tenemos
M, =F/ O [2m [@)]- m=k O m+k£2m (@)<m+k+1 U0

. + +k+1 - +K 6 A
0 m k£j (a)<m k+1 0 ] _aam k(? j _1agn+k+19.
2m 2m e 2m g e 2m g

En & siguiente corolario establecemos que los procedimientos de mayoria smple y de
unanimidad pueden representarse por una amplia clase de a- FAO asociadas a medias

cuasiaritméticas.

Corolario 1.

S j esunautomorfismo de orden neutral y a 1 [% ,1), entonces

12



4§m4@
& 2m gy

PR - |
1. My=F] dysdlos al &,
a e2

NI - m-1¢,0
2.M_,=F dysiosal g.lae? 012,
6 é2m g g

Demostracion

Por la Proposicién 2 tenemos

1. My=F U [2m @)]-m=00 m£2m (a)<m+1 0 %Ej (a)<n;;1 0
0 E£a<j 1%9
2 e 22m g

22 M, ,=F 0 [2m @)]-m=m-10 2m-1£2m (a)<2m U

0 2Mlg@)c10 ) BN 10001 m
2m e 2m g

En la siguiente proposicion justificamos que para cualquier a 1 (% ,1), toda mayoria M,
puede representarse por laa- FAO asociada a alguna media cuasiaritmética. Para a = % :

por e Corolario 1, setiene M, = F) cuaquieraque seael automorfismo deorden | .

Proposicion 5.

Para cualesquiera k1 {0,1....,m- 1} y aT (1 1) existe un automorfismo de orden neutral

j talque M, =F/ .

Demostracion

Por la Proposicién 2 tenemos

M,=F 0O [2m @)]-m=k 0 m+k£2m (@)<m+k+1 0

0 m+k£ (a)<Lk+1.
2m 2m

Ahoratomamos y [ 1] 3#® [2 1] definida por

'1+ 2k+1 (a_ l) d al [; a]

12" am-3) 2 255
y(a):.i. 2m- 2k-1

%1+—(a- 1), s al (aJ].

4m(1- a)

13



Resulta inmediato comprobar que verificay (3)=4,y (1)=1y

_2m+2k+1. am+k m+k+1p
y @)= I ¢ , .
4m e 2m 2am g

Entonces, lafuncién j :[0] 33® [0,1], definida por

es un automorfismo de orden neutral que cumple lacondicion requerida.

En & siguiente teorema se justifica que, cualquiera que sea la mayoria Ml'(, existen un

operador OWA ventana y valores de a para los cuales Ml'( coincide con la a- FAO

asociada al operador OWA ventana.

Teorema 2.
Sean j1{2...|2/}, kT {0.1....m- 4}, 1T {k+1..[mk]- 1} y aT [4,1). Entonces
se veifica

1. S m- k esimpar:

| Wi~ 1 1 k+1
= S L fa<t4, o
Mic=Fr U=k y o o 2 k) 2 <2 2m- 20 - K))
2. S m- k espar:
[ 1 k 1 k+1
= -y _£ B
kY S 2K B 2 om- 2 - k)
M, =F* O %o
L m+k . m-k 2k-1
1= - = £ .
+| 5 1 5 +1ly ” a<l
Demostracion

La demostracion es similar en ambos casos, aungue cuando m- k es par existen nuevas

soluciones. Por |a Proposicion 4 tenemos
My=F" O (m,m,m)i M

m, >k +max(my,| - k) O m, >|(2a - 1)m- 2(j - 1))]+max(m,, j - 1)
0 myi {or. =] s ma(m, - K)=[(2a - - 2(j - D]+ max(m, - 1)
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Vamos a ver la equivalencia de esta condicion con las relaciones existentes entre los

parametros ,| jy enunciadas en € Teorema. Primeramente vamos a demostrar que

esta condicién implica dichas relaciones.

m=0, se ftiene I=[(2a-1)(m-2(j-1)]+j-1. Como al[11)0

U 2a-11 [01) setieneque IT {j-1....m- (j-1)- 1}, porloque | £m- (j- 1)- 1.

Para m, :lm_(zlillj como 11 {k+1,...,[mk]- 1}, setiene | - k£[mé"]- 1£|lm'(2"+1)J.

Vamos a distinguir dos casos:

8§ - 18[™4], entonces k+[™ 48] = (2a - 1)m- 2(j- 1)]+|™k], de donde
k=[(2a-1)(m-2(j- 1) y | =k + j- 1. Esto esequivalentea
k£(2a-1)(m-2(j-1)<k+1ly j-1=1-k O

. K k+1 .
U mEZa-l<myj-l—l k U

O LA T )RR

Estos valores son validos tanto para m- k par como impar.
S j-1>[™k) o tiene k+|™lD|=[(2a - D)(m- 2(j- D)+ j-1 As pues
| = k+[ﬂ;ﬁ)], Como | - k £[mk]- 1, se ha de cumplir [m—(z"ll)J:[mT"] 1, lo cual

esciertos y solos m- k espar. En este caso, | - k:%"- 1, de donde | :mT’f"- 1.

Como j-1£m-|-1=m- Mk=mk y j.1> m—g‘lllj entonces j-1="-K Los

valores posiblesde a son:
I=[(2a-1)(m- 2(j-2))+j-10 k-1=[2a-2k] O k-1£(2a-2)k<k O

U L_1£a <1.
2k

Estas nuevas soluciones son vaidas solamente en €l caso m- k par.

El reciproco se obtiene de forma inmediata. Basta con comprobar, mediante las

operaciones realizadas en la implicacion anterior, que cuando los parametrosk, |, j y a

satisfacen las relaciones descritas en e Teorema, se obtiene M, = FaWi |
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