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Resumen.

La estimaci 6n de | a beta del PERT clasico, a partir de |as
tres estimnaci ones aportadas por el experto, se fundanenta en que,
de partida, se acepta que |la desviacion tipica de la beta es 1/6
del recorrido (por simlitud con |la normal).

Utilizando un nmétodo alternativo (el de subasta)
i ntroduci nos un cuarto dato, que permte estimar |os cuatro
paranetros de |la beta y, en consecuencia, trabajar con betas cuya
vari anza no es constante. Esto permte estudiar la relacién entre
| a varianza y la confianza que el experto deposita en los tres
primeros datos aportados por él, de manera que, cuanto nmayor es
| a varianza de |a beta, nenor es |a confianza del experto en sus
pr opi os dat os.

Los resultados anteriores conducen a un nodel o que pernte
estimar |a beta del PERT a partir de |a confianza que el experto
tiene en sus apreciaciones iniciales. Esta confianza se puede
nodel i zar de forma lineal o cuadratica y establ ecer conparaci ones
entre ellas.

La confianza del experto puede convertirse en un indice que
aparece de forma natural en el proceso de estinaci 6n de | a beta.

Pal abr as-cl ave: PERT, di stribuci 6n bet a, vari anza,
confi anza.



1. Introducci 6n.

El acréni no PERT tiene su origen en el nonbre dado por Booz,
Allen y Hamlton! a una ténica ideada por ellos para estimar |la
duraci 6n de | a construcci on de un msil balistico correspondi endo
a las iniciales de Program Eval uati on and Revi ew Techni que.

El fundanento de esta netodologia es la utilizacion de la

di stribuci 6n beta, cuyo nodel o probabilistico es:
f (X) _ (X_a) pil( b_X) at
(b-a)P9a(p, q)

Las caracteristicas estocasticas de esta distribuci 6n (Dunas
de Rauly, 1968) son | as siguientes:

, asx<b, p>1, g>1. [ 1]

mda: me_P°1 p,_a°1 o [2]
p+q-2  p+q-2
media:  p=—P p+9 5 [3]
pP+qQ p+q
varianza: ¢2-__ Pa(b-a)? [ 4]

(p+q-1) (p+q)?

En la practica, el método PERT requiere que el "experto"
asigne tres valores distintos (tienpos (T) en el caso de tareas,
flujos de caja (Q en el caso de inversiones, etc.), a saber, T,
(Q) optimsta, T, (Q) mas probable y T, (Q) pesimista. Cada una
de estas estimaciones tiene un sentido claro en el problema y nos
permte identificar directanente a y b, haci éndol os coincidir,
segun el caso, con |l os valores pesinmsta y optimsta; si adenas
se identifica el valor ms probable con |la noda (véase |a
ecuaci 6n [2]), se tiene |la siguiente expresion que relaciona p
con q:

T P10, [5]
p+q-2  p+q-2

Esta expresi 6n, obviamente, no determ na exactanmente | os

valores de p y q. El PERT cléasico sacrifica en este punto e
rigor en favor de la sinplicidad aceptando inplicitanmente que:

p=3+/2 Y q-=3-/2 + Si m>a;b [ 6]

! Tomado del trabajo de Pulido San Roman et al., citado en
 a bibliografia.



p=3-/2 Y q=3+/2 si m<a;b. [7]

En el caso de que |la noda sea -E%E , tendrianps |la beta

simétri ca.

Por otra parte, paranetrizando | as ecuaci ones anteriores (es
decir, Ilamando k = p+qg-2), ol enko-G nzburg (1988) obti ene:

m-a b-m
=1+k 8
b-a A b-a L8]

y, a partir de ellas, deduce unas expresi ones mas general es para
| os paranetros del nodel o probabilistico del PERT:

p=1+k

medi a: _arkmb 9
H k+2 9]
varianza: g2 K*(ma)(b-m +(k+1)(b-a)* [ 10]

(k+3) (k+2)?

Obsérvese que estos nodel os probabilisticos ponderan de
forma variable el val or mas probabl e determ nado por el experto.

Comp p>1 y g>1, es evidente que k variarda en el intervalo
(0,) y, por tanto, para unos val ores dados de a, by m existe
una distribuci6n beta distinta, para cada val or de k mayor que
0.

Podenos pl antear el problenma en | os siguientes térmnos: es
i nposible estimar | os cuatro paranmetros de la distribucion beta
(a, b, p, g partiendo de las tres estinaci ones aportadas por el
experto (pesimsta, optimsta y nmas probable); por lo tanto se
necesita nmas i nfornaci 6n para determ nar estos cuatro paranetros
y esa infornaci 6n adici onal se puede buscar por dos cam nos: con
hi potesis sinplificadoras, conp es el caso del PERT clasico
(véanse Sasieni (1986), Littlefield y Randolph (1987)) o
recabando mayor informaci 6n del experto; en esta |linea se pueden
citar los trabajos de Chae Kim (1990), Mitra (1990), Herrerias
y Pérez Rodriguez (1991), Herrerias (1995) y Pérez Rodriguez
(1995). Gtando a este ultino, henos de afiadir que la dificultad
de este camino reside en que |as preguntas a formular al perito
han de reunir un equilibrio entre una interpretacion nuy
intuitiva, lo que hace posible |la obtencidn de respuestas
fiables, y wuna conoda incorporacién de la informacién asi
obtenida en el armazon tedrico de | a distribucion beta.

Por | o tanto, nos estanbs enfrentando con un probl ema que
se puede pl antear en unos térm nos al gebrdaicos sencillos: ¢ qué
podenbs hacer en un caso concreto de aplicaci 6n del nétodo PERT
para elegir un valor de k que determ ne una distribucion beta
particul ari zada a nuestro probl ema del cual ya conocenbs a, by



m ?. El problema estaria resuelto si se pudiera preguntar
directanente al experto, pero este paranetro k desgraci adanente
no reune |as condiciones sefal adas por Pérez Rodriguez y que
henbps citado en el parrafo anterior

2. El método de subast a.

El método que vanbs a proponer para particul arizar una beta
a un caso concreto en el que |los valores pesimsta, optimsta y
mas probable (a, b y n) ya se conocen, es el siguiente: vanps a
pedir al experto que apueste por un valor concreto, al que vanos
a | lamar val or de subasta s; este valor |o vanps a igualar a la
medi a:
+km+
_arkmdb [11]
k+2
Esta ecuaci 6n nos pernitira despejar el valor de k, que,

junto con a, b y m particulariza una distribucion beta que es
| a que vanpbs a enplear en nuestro probl enma concreto.

S

En prinmer lugar, debenpbs preguntarnos si s puede tomar un
val or cual quiera, ya que en principio no pareceria |6gico que
después de dar un valor optimsta, uno pesimsta y un val or nas
probabl e, en el nonento de dar el valor de subasta se optara por
un val or total mente desvincul ado de | os anteriores. A tal efecto,
veanos | as definiciones siguientes:

Definicion 1. LlIlamanps subasta a cual qui er método que nos
permta determ nar un val or de s.

Definicion 2. Dados a, b y m decinps que una subasta es
coherente si, determnado el valor de s, éste nos permte obtener
un val or de k conprendido entre O e ~; en cual quier otro caso,
di renos que | a subasta es incoherente.

Si despej anbs k en funci 6n de s:
25—(a+b):25—c

k=f(s) = , 12
(s) k+2 m-s [12]
se verifica |a siguiente

Proposicion. La funcién k = f(s) esta definida en el
interval o [m a+b) ., Si WKE%E , oen el intervalo [a;b,nﬂ

a+b<

Si m. Es una funcidén continua en todo el intervalo de

definici 6n. Ademas, es una funci 6n creciente en el interval o de



defi ni ci 6n, si nbf%;z y decreciente si nx

a+b

Ahora bien, estanps interesados en saber conp se conporta
la varianza de la beta a nedida que varia s, ya que si fuera
sienpre creciente o decreciente podrianps obtener una cota de |a
varianza. La dificultad estriba en que I a funci 6n que rel aci ona
s con |a varianza es un cociente de polinom os, que puede incluso
presentar al gunos puntos de di scontinuidad (no ol videnbs que | a
dificultad reside en que el estudio hay que hacerlo en funci6n
de los valores de a, by m. En torno a esta cuestidén henos
consegui do denostrar | os siguientes teorenas.

Teorema 1. La funcidn
dé?( k)
dk

no se anula en el intervalo (0,~) para cual quier conjunto de
valores de a, by mque cunplan a < m< b.

[13]

Denostraci 6n. Parti endo de | a expresion

52 k2(m-a) (b-m +(k+1) (b-a)? ,
(k+3) (k+2)?

podenos |l egar al siguiente resultado:

de® m K2 (k1T [K-(1+yTF)]
T [(k+3) (k+2)?]?

2(k+2)[k—_37+\/§) [k—*’T‘\E]
[(k+3) (k+2)?]? |
Para que | a expresi 6n anterior se anul e deber& ocurrir que
Kk [k-(AyTHTk-(1+TF)] __ (b-a)? 5  [yg
3+ -3- (m-a)(b-m
2(k+2)[k—37‘/§) [k—%ﬁ]

~(b-a)? [ 14]

Para establecer este resultado podenps tipificar el
intervalo (a,b) convirtiéndolo en el intervalo (-1,1), con | o que
m deberd estar entre -1 y +1.

Si sustituinos estos valores de ay b en |a ecuaci 6n [14],
obt endr enos:

-(me1) (1-m k(k+2) [k~(1-/I3)] [k-(1+/13)] -

—8(k+2)(k—3+7\/§) (k—%ﬁ) 0. [ 16]



Real i zando | as correspondi ent es t ransf or maci ones,
Il egarianos a | a expresion:

i 555) [« )

2
K[k—(1-y13)]1[k~(1+/13)]

Es evidente que para valores de k>1+/13 el segundo sumando

mé=1

[17]

del segundo menbro de la igualdad [17] sera sienpre nmayor que
cero, por lo que mserda sienpre, en valor absoluto, nmayor que 1
En conclusi6n, en el interval o nencionado no existe sol uci6n,

pero, adenas, en el intervalo (0,1+/13) , realizando al gunas

transformaci ones, podenos conseguir escribir el segundo m enbro
de | a ecuaci 6n [17] cono:
8[ (k+3/2)2-5/ 4]

[ 18]
K[ (k-1)2-13]

Evi dentenmente, para todo k del intervalo (0,1+/13) se
verifica que:

8[ (k+3/2)2-5/ 4]
k[ (k-1)2-13]

(k+3/2)2-5/ 4
(k-1)2-13

>

>1, [ 19]

de donde se deduce que, en este caso, es decir, para 0<k<1+/13 ,

el segundo sumando del segundo m enbro de |a ecuaci 6n [17] sera
negativo y, en valor absoluto, mayor que |a unidad; por |o tanto,
la ecuacidn [17] nunca tendréa solucién, con |lo que queda
denostrada | a proposici on.

Teorema 2. S f%;3<n1, entonces para todo s del interval o ( a;b’ nﬂ

L. d6?
se verifica que —/<0 .
d ds

a+b

Anal oganmente, si >m, entonces para todo s del

22
interval o (m 3%9) se verifica que %£;>O.

Denostraci 6n. Si nos fijanmos en | a expresion

4(s-c)?(ma)(b-m (ms) +[2(s-c) +m-s] (b-a)?(m-s)?

6%(s) = ;
[2(s-c) +3(m-s)][2(s-C) +2(m-S) ]

[ 20]




no resulta facil derivar [ en funcidén de s; es nas, aunque
realicenps esta derivada, no resultaria sencillo obtener |os
valores de s (que estarian en funcion de a, b y m que anulen la
derivada primera. Este cam no encierra una gran dificultad, razén
por la cual henbs desarrollado el siguiente procedi mento. Nos
apoyanos en el resultado de la proposicién 2, establecida
anteriornente, que nos da el signo de |a derivada de k respecto
de s:

dk . , . a+b
—>0 s s6lo s n>
IS iy i

y
dk . , . a+b
—<0 s s6lo s nx
IS iy i

Vanos a tratar de encontrar el signo de |la derivada de |a
varianza respecto de s utilizando la regla de |a cadena:

dézzdézkgi
ds dk ds’
Para ello, tendrenps que cal cular el signo de:
dé?
dk
Cono henps visto en el teorema anterior, esta expresion no
se anula en el intervalo (0,~). Por otra parte, es faci

denostrar que, para cualquier valor de k conprendido en el
interval o anterior, se cunple que:

)
a0’ 4

dk
Apl i cando de nuevo |a proposicion anterior, sabenps que,

cuando f%;2<n1, k crece desde cero hasta infinito a nedi da que

s aunent a desde :a;B hasta my que, cuando nKiiﬁi , k aunenta

desde cero hasta infinito a nedida que s dism nuye desde j%;i

hasta m con | o que podenpbs concluir:

a+b a+b 62 do?. dk
< = = - == =
2 " SE[ 2 m) ds dKk ds
y
a+b a+b) d6?_ do? dk
- > = = - =44 =
2 mse[m 2) ds dk ds

con | o que queda denostrado el teorema



De este nodo, el experto debera apostar por un valor de
subasta que esté conprendido entre el valor nmedio y el val or nas
probabl e. A nedida que el valor por el que apueste el experto se
aproxime al valor nedio, la varianza de |la beta particul ari zada
ira aunentando (en cualquier caso) hasta valer la de Ila
di stribuci6n unifornme, y a nedida que el valor de subasta se
aproxi me al val or mas probabl e (en cual quier caso), |la varianza
ird di sm nuyendo hasta tomar el val or cero.

Corolario. Si s es un valor de subasta coherente, a partir
del cual se obtiene un valor de k conprendido en (0,«), Ila
vari anza de |l a beta particul ari zada estara acotada superiornente
por | a varianza de | a distribucion uniforme correspondiente a | os
valores de a, by m

3. Concl usi ones.

Alo largo de este trabajo se describe un nmétodo que permte
particul arizar |la beta del PERT. Este nmétodo requiere que el
experto opte por un valor, que en el trabajo henos |l|amado de
subasta, nediante el cual se ajusta una beta perfectanente
especi ficada. Este método, a través de la varianza de |la beta
particul ari zada, nos pernite obtener un indice de |a confianza
gue el experto tiene en el valor nmas probabl e aportado por él;
cuant o mayor sea esa confianza, menor sera |a varianza de |la beta
particul ari zada, y cuanto nenor sea |la confianza, mayor sera |la
varianza de |a beta particularizada. Este indice se podria
construir dividiendo | a varianza de | a beta particul arizada entre
la de la distribuciodn uniforne y podria ser expresado en tanto
por ciento. Un indice del 100% significaria una desconfianza
total en el valor nas probable, y un indice del 0% significaria
una confianza total. A nedida que dismnuye el indice aunenta |a
confianza. Lo podrianos |l amar indice de inseguridad del experto.
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