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Resumen

La funcién de azar, también llamada funcién de riesgo o de intensidad,
se utiliza habitualmente para modelizar datos de supervivencia u otros
tiempos de espera como tiempos de desempleo. Al contrario que el mo-
delo de azares proporcionales de Cox, el modelo de riesgos aditivos asume
que la funcién de azar es la suma, en lugar del producto, de una funcién
de azar base y una funcién no negativa de las covariables. En este trabajo
se propone introducir las covariables en el modelo mediante una funcién
de azar Gamma, mientras que la funciéon de azar base no esta especificada.
Siguiendo el paradigma bayesiano, se obtiene una aproximacion a la dis-
tribucién final utilizando técnicas de Monte Carlo basadas en cadenas de
Markov y se estudian las distribuciones predictivas de nuevos individuos.
Un banco de datos reales sobre tiempos de desempleo sirve de ejemplo
para comprobar la bondad de los métodos propuestos.

Palabras clave: azares no proporcionales, datos de desempleo, datos de su-
pervivencia, distribuciones predictivas, métodos MCMC, modelos de ries-
gos aditivos, modelos jerarquicos.
Clasificacion JEL: C11, C14, C15.

1 Introduccién

El analisis estadistico de tiempos de espera entre dos sucesos dados ha sido ampliamen-
te utilizado en ciencias biomédicas, donde se conoce como anélisis de supervivencia
y se dirige principalmente a investigar los efectos de los factores de riesgo en el de-
sarrollo de la enfermedad o en la muerte y a predecir tiempos de supervivencia. En
los ultimos afios, este tipo de técnicas estadisticas se han utilizado profusamente en
otras areas de conocimiento y, especialmente, en las ciencias econémicas y sociales
(Follmann et al., 1990; Jaggia y Thosar, 1995; Beenstock, 1996).

En anéalisis de supervivencia, los modelos de riesgos aditivos y multiplicativos
constituyen las dos principales herramientas para estudiar la relacién entre factores
de riesgo y el tiempo de supervivencia o espera. La funcion de riesgo, también llamada
funcién de azar o de intensidad, de un tiempo de espera T asociado a un p-vector de
covariables x se define como h (t|x) = f (t|x) /(1 — F (t]|x)), donde f (-|x) y F (-|x)
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son la funcién de densidad y de distribucién, respectivamente, de la variable aleatoria
T condicionada al vector de covariables x. La funcién S (¢|x) = 1 — F' (¢|x) recibe el
nombre de funcién de supervivencia.

Bajo el modelo de riesgos aditivos (Aalen, 1980; Cox y Oakes, 1984; Lin y Ying,
1994; Lin et al., 1998), la funcion de riesgo es

h(t]x) = ho(t) + Bo'x, (1.1)
y bajo el modelo de riesgos multiplicativos (Cox, 1972) tiene la forma
h(t]x) = ho(t) exp(ao'x), (1.2)

donde hg(t) es la funciéon de azar base, Bo y ao son p-vectores de parametros de
regresion y las covariables x pueden depender del tiempo.

Frecuentemente, el tiempo de espera T esta sujeto a censura por la derecha ya que
algunos de los individuos pueden estar todavia en espera al final del estudio. Ademas,
no se ha hallado una parametrizacién satisfactoria para la funciéon de azar base y,
consecuentemente, solo se ha realizado inferencia semiparamétrica para los modelos
(1.1) y (1.2).

La funcion de verosimilitud parcial introducida por Cox (1972, 1975) explica la
extendida utilizacion del modelo (1.2), aunque es bien conocido que la situacion de
azares proporcionales no siempre se tiene en la practica. Ademas, los modelos de
azares aditivos describen un aspecto diferente de la relacién entre el tiempo de espera
y las covariables y han sido utilizados satisfactoriamente, en varias formas, por nu-
merosos autores (Buckley, 1984; Aalen, 1989; McKeague y Sasieni, 1994; Kim y Lee,
1998, y referencias ahi citadas), aunque su analisis estadistico resulta mas complicado
que el del modelo de azares proporcionales (1.2). Desde una perspectiva bayesiana,
el modelo de riesgos multiplicativos también ha sido el mas utilizado, una excelente
revision de su tratamiento estadistico puede consultarse en Sinha y Dey (1997).

Los modelos de azares aditivos y multiplicativos, tal y como han sido definidos
en las ecuaciones (1.1) and (1.2), modelizan los datos como si todos los individuos
de la muestra (condicionalmente al vector de covariables) provinieran de una tnica
poblaciéon homogénea. Sin embargo, frecuentemente hay una heterogeneidad en la
poblacion que las covariables no pueden explicar apropiadamente. Con los recientes
avances en materia de computacién se puede recoger esta heterogeneidad anadiendo
una estructura jerarquica en el modelo y convirtiéndolo entonces en un modelo de
efectos aleatorios o en poblaciones.

En este trabajo proponemos un modelo jerarquico, descrito con detalle en la si-
guiente seccidon, donde la funcién de riesgo es la suma de una funcién de azar base,
ho(t), y una funcién de azar Gamma especifica para cada individuo y asociada a sus
covariables mediante una relacién no determinista incluida en el orden mas alto de la
jerarquia.

El analisis bayesiano completo de modelos jerarquicos es ahora posible utilizando
técnicas de simulacién. Desde la introduccién del muestreo de Gibbs en el analisis
bayesiano (Geman y Geman, 1984; Gelfand y Smith, 1990; Casella y George, 1992)
se ha profundizado mucho sobre las propiedades matemaéticas y en la metodologia de



ésta y otras técnicas de Monte Carlo basadas en cadenas de Markov (Smith y Roberts,
1993; Tierney, 1994), y han sido ampliamente utilizadas con éxito (Chib y Greenberg,
1996; Gilks et al., 1996; Geweke et al., 1998). La implementaciéon de los métodos
MCMC no es directa. En la seccién 3 se propone un algoritmo de Metropolis dentro
de Gibbs que no es dificil de implementar y que ha funcionado bastante bien con los
bancos de datos, tanto reales como simulados, analizados (Beamonte, 1998).

En la seccién 4 se analiza un ejemplo real sobre los licenciados en Matemaéticas por
la Universitat de Valéncia. Se considera el tiempo transcurrido desde su licenciatura
hasta la obtencién del primer empleo y se relacionan estos tiempos de desempleo con
covariables como el sexo, ano de licenciatura y nota media. El tabajo concluye con
unas consideraciones finales.

2 El modelo Gamma-poligonal aditivo

Sea T el tiempo de espera de un individuo con vector de covariables x. La variable
aleatoria T" sigue un modelo Gamma-poligonal aditivo si su funcién de azar es de la
forma

h(t|x) = ho(t) + hy (t|x) sit > 0.

La parte no paramétrica del modelo, ho(t), se supone una funciéon poligonal no

negativa con vértices localizados en los tiempos ap = 0 < a; < --+ < a4, donde la
poligonal toma los valores 19, 7i,..., Ty, respectivamente y es constante después del
tiempo a.

aj;—aj 1

(2.1)

ho(t) = Tj_l+w siajo1 <t<aj,j=1,...,9
o(t) =
Ty sit>ay.

La parte paramétrica, h; (t|x), es la funcion de azar de una distribucion Gamma
con pardmetros a y 3 (media /3 y varianza a/3?).

t*Lexp(—pt)
[ se=Lexp(—Ps) ds

Los parametros a y [ son especificos para cada individuo de la poblacién, pero
relacionados con el vector x mediante un segundo nivel del modelo jerarquico:

ha (t]x) = sit>0.

alB,x ~ N(log%|b'x,ai>
B ~ N(logB|us,o3)- (2-2)

Esto es, dados 8 y x, el logaritmo de la media, log(a/3), es modelizado segin
una distribucion Normal con media b’x, una combinacién lineal de las covariables, y
varianza o2. El logaritmo de 8 es modelizado también segiin una Normal con media
pp y varianza o%. Los hiperparametros b, o2, ug y 0[23 son constantes desconocidas
comunes a todos los individuos de la poblacién.



De este modo, el modelo Gamma-poligonal aditivo es un modelo en poblaciones
que permite cierta heterogeneidad en la poblacion. Esta es la principal diferencia con
el habitual modelo aditivo (1.1), pero hay ademéas dos diferencias que cabe destacar.
La utilizacion de una funcién de azar base poligonal, en lugar de la habitual funcién
escalonada, s6lo anade un poco de complicaciéon en el calculo y tiene la ventaja de que
h (t|x) es continua. Por otra parte, si las covariables son independientes del tiempo
entonces la parte paramétrica del modelo (1.1) es constante en ¢ y entonces resulta
la funcién de azar de un modelo exponencial, i.e., un modelo Gamma con parametro
a conocido e igual a uno. Asi, el modelo Gamma-poligonal aditivo constituye una
generalizacion del modelo (1.1).

En general, la funcién de supervivencia esta relacionada con la de azar mediante
la expresion S(t) = exp[—H (t)], donde H(t) = f(f h(s)ds es la funcion de azar acu-
mulado. Entonces, la funcién de supervivencia del modelo Gamma-poligonal aditivo,
dados los parametros T = (19,71, ...,7,), @y [ es

S(t|T,a,B) = So (t|7)S1(t|a, ), (2.3)

donde So(t) y S1(t) son las funciones de supervivencia relativas al azar poligonal y al
azar Gamma, respectivamente.

Solt|r) = exp [— /Otho<s>ds}=exp (—fciu)n)

=0

+oo o
Sy (t|a, B) / s s exp(—Ps) ds,
t

I(a)

con ¢;(t) estadisticos positivos.
Entonces, la funcion de densidad es de la forma

fltlm . p) = S(t|7,a,8)h(t|7T, o, 0)
So (t|7) S1 (e, B) [ho (] T) + ha (t] v, B)] .- (2.4)

3 Procedimiento inferencial

3.1 La funcién de verosimilitud

Supodngase que el tiempo de espera del individuo i-ésimo T; es una variable aleatoria
absolutamente continua condicionalmente independiente de un tiempo de censura (por
la derecha) V; dado el vector de covariables X;. Sean Y; = min(T;,V;) el tiempo de
supervivencia y ¢; = I[(T; < V;) el indicador de censura. Supongase que las tripletas
(Y;,0;, X;) son i.i.d., parai =1,...,n, y que la funcién de azar de T; condicionada a
X; satisface el modelo Gamma-poligonal.

La funcién de verosimilitud es proporcional al producto de n factores, iguales a
la densidad (2.4) para los datos no censurados y a la funcién de supervivencia (2.3)
para las observaciones censuradas, y otros n factores iguales a la funcién de densidad



(2.2) de los parametros «; y B;. De este modo, la funcién de verosimilitud resulta
proporcional a

n

HS(tz|T7alaﬂl) [h (tl|T7al7ﬂl)] o f (aiaﬂi|xi7baaiau570%) -

i=1

Ademés, una covariable categorica puede introducirse en el modelo de dos formas
diferentes: como variables dummy dentro del vector x o particionando la poblacién
en estratos. En este caso, se supone que cada estrato tiene una funciéon de azar base
diferente -el vector 7 es distinto para cada uno de ellos-, pero los deméas parametros
e hiperparametros son comunes a todos los grupos de individuos.

Considerando k estratos, cada uno de ellos con una funcién de azar base poligonal
como la definida en (2.1), con vector paramétrico () y n; datos pertenecientes al
estrato j-ésimo, j = 1,...,k, la verosimilitud es proporcional a

ﬁ ﬁ S (tij |T(-7-)’Oéij7ﬂij) [h (tu’ |T(j),aijaﬂij)] " f (aij, Bij |x35, b, 0%, g, 03) -

j=1i=1

3.2 Distribuciones inicial y final

Para realizar un analisis bayesiano del modelo Gamma-poligonal aditivo deben es-
pecificarse distribuciones iniciales sobre los hiperpardmetros b, o2, ug, 0[23 y sobre el
vector 7. Parece natural asumir independencia a priori entre 7, (b,03) y (us,03).

Ademaés, proponemos utilizar la habitual inicial conjugada Normal-Gamma inversa
para los hiperpardmetros, i.e.:

pelog ~ N (ug|ms,a3v})

0[23 ~ Ga(l/(f?”ag,bg)
bloi ~ N,(b|mg,o2Vy)
02 ~ Ga(l/ollas,ba) -

[e%

Como distribucién inicial sobre el vector 7 utilizamos un proceso autocorrelado
de primer orden, siguiendo las indicaciones de Gamerman (1991) que lo propuso en
un contexto similar. Entonces,

7 =Ti—1 exp(e), i=1,...,g9,

donde (e, ..., €,) se suponen variables aleatorias Normales independientes de media

cero y varianza o2, y

0 Ga(’l'g|(l-,—,b7-)
o2 ~ Ga(l/o?|ac,b.).



En el caso de que existan varios estratos, los vectores 7 asociados a cada uno
de ellos pueden ser considerados independientes a priori con iniciales similares a la
anteriormente especificada.

La distribucién final resulta tan complicada que no parece posible realizar nigtin
estudio analitico, aunque la distribucién inicial ha sido elegida lo mas sencilla posible.
Este problema es comun a casi todo modelo en poblaciones. Sin embargo, es posi-
ble realizar un estudio de simulacién utilizando el muestreo de Gibbs u otra técnica
MCMC. De hecho, cualquier distribucion condicional tiene una expresion maés sencilla
que la distribucién conjunta, puesto que aquélla es proporcional a ésta.

La dsitribucion final condicional completa de los hiperparametros (ug, a%) es pro-
porcional a

n
[HN (log B |,ug,ag)] N (ug|mg,o3v3) Ga (103 |ag, bg) -
i=1
Los demaés factores en la verosimilitud e inicial son parte de la constante de propor-
cionalidad. Esta expresion es la misma que aparece en el analisis conjugado habitual
de datos Normales, de este modo (ver por ejemplo DeGroot, 1970, pagina 169) resulta
proporcional a una distribucién Normal-Gamma inversa.

mg +nv3ingB  o3v?
2 N 8 B8
~/
s | o5 <u5| L+nvy 7~ 1+4nvg

sty n (B —mg)’

0% ~ Gal|l/o%las+ = bs+ . (3.1)
g g 2 2 2(1+nvg)
donde:
1 &
nf = % logfhi
n j=1i=1
1 2
Sty = E;;(logﬂij—lnﬂ).
Jj=11i=

De un modo similar, la distribucién final condicional completa de (b,02) es pro-
porcional a

lHN <log % |b'xi,ai>] N (b|mg,02V,) Ga (1/02 | aa,ba)
i=1 ¢

la misma expresion que en el andlisis conjugado habitual del modelo lineal Normal
homocedéastico (DeGroot, 1970, paginas 249-252). Asi pues, resulta proporcional a
una distribucién Normal-Gamma inversa multivariante.

b|o2 ~ N, (b|B,a§ Vit + X'X)’l)

02 ~Ga <1/0‘§|0,a + g,ba + % [(y - Xf)),y + (ma —B),Va_lma]> ,  (3.2)
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riables y b = (V' + X’X) (Va m, + x y).
Otro parametro que tiene un anélisis conjugado es o2. La correspondiente distri-
bucién condicional completa es proporcional a

!
donde y = (log au log ) , X es la matriz de cova-

[HN 10gT,|10g7'l 1,0 )] Ga(l/a |Ge,b ),

=1

y realizando sencillos calculos,

1< T
2w Gal1/oac+ Lo+ =S log—— | . :
. Ga</06|a+2, +32 los (3.3)

El resto de distribuciones condicionales no presentan un anélisis conjugado. Para
cadai=1,...,n, la condicional completa sobre el par («;, ;) es proporcional a

S (ti| 7,04, 8:) [h(t: | 7,00, 8] f (i, Bi | xi, b, 0%, 15,03)
y no tiene una forma cerrada. De todas maneras es posible muestrear de ella utilizando
un algoritmo de Metropolis con funcién importante f (ai, Bi|xi, b, 02, ug, Ug), una
distribucién log-Normal bivariante.

Finalmente, la distribucién final condicional completa de 7 tampoco presenta una
forma, cerrada y es proporcional a

g

HSO (t:|7) [ (ti | T, 0, Bi)]° ] {I—IN(logvﬂlogTJ 1,0 )} Ga(molar,bs).

j=1

Para muestrear de ella utilizamos el siguiente algoritmo de Metropolis: obtenemos
cada ¢; de una distribucion Normal de media €0 /C'y varianza o2, donde €} es el valor
obtenido en la etapa anterior, C' es un pardmetro de sintonizacion para Metropolis
y 072 = % + # Una vez simulado el vector (ei,...,€,), obtenemos 79 de una
distribucion log—lilormal de media 7§ (el valor de 79 en la etapa anterior), y cada 7;
como T;—1 exp(€;), i =1,...,9

Construimos el proceso de simulacién de Metropolis dentro de Gibbs del siguiente
modo. Partiendo de un punto inicial obtenemos (utilizando el algoritmo de Metropo-
lis) nuevos valores para (a;, 3;), i = 1,...,n, y para el vector T; entonces, obtenemos
nuevos valores para o7, b, 07, s y 0 muestreando de (3.3), (3.2) y (3.1), respecti-
vamente. Siguiendo este proceso obtenemos una muestra de tamano N, tan grande
como se desee, proveniente de la distribucion final.

Esta muestra puede utilizarse para la estimacién de cualquier caracteristica de
interés de la distribucién final, incluyendo momentos o densidades marginales. La
dsitribuciéon predictiva para un nuevo individuo con vector de covariables x puede
estimarse utilizando Monte Carlo:

Ft|x) ~ ZS(HT’) )) h(t|r("),a(i),ﬁ(i)),



y, de un modo andlogo, sus funciones de supervivencia y azar.

4 Aplicacién a unos datos de desempleo

En 1994 se llev6 a cabo una encuesta sobre la adecuacién de los estudios de la licencia-
tura de Matematicas a la actividad profesional, en virtud de un convenio firmado por
la Universitat de Valéncia y la Conselleria de Educaci6 i Ciéncia. Un millar de cuestio-
narios fueron remitidos a los licenciados en Ciencias Matemaéticas por la Universitat
de Valéncia durante los anos 1978 a 1993 y fueron 559 los finalmente recibidos.

Uno de los items de la encuesta era el tiempo, en meses, desde la obtencién de la
licenciatura hasta la consecucién del primer empleo. Esta es la variable a analizar en
este trabajo, utilizando como covariables algunos otros items de la encuesta, aquellos
posiblemente relacionados con el tiempo de desempleo: nota media, afio de licencia-
tura, sexo y actitud ante el hipotético hecho de volver a cursar los mismos estudios.
Utilizamos la nota media de licenciatura (aprobado, notable y sobresaliente) para
formar tres estratos o grupos distintos, en lugar de tratarla como covariable.

En el primer estrato habia 352 individuos con nota media aprobado y 37 de ellos
censurados: todavia en situacion de desempleo al cierre de la encuesta. Con nota
media notable eran 171, 9 de ellos censurados. Finalmente, habia 36 individuos con
nota media sobresaliente y uno solo sin primer empleo.

Como no se disponia de informacién inicial sobre los hiperpardmetros, utilizamos
distribuciones iniciales pertenecientes a las familias comentadas en la seccién 3.2,
con varianzas razonablemente grandes. Los resultados que aqui se exponen fueron
obtenidos con la siguiente distribucién inicial: mg = 0, v% =1l,ag =bg=1,m, =0,
v? =1, ay = by, = 1; y, para los tres estratos, a, = b, = 2y a. = b, = 1.
Realizamos un anélisis de sensibilidad utilizando otras distribuciones iniciales, todas
ellas pertenecientes a la misma familia y con varianzas grandes, obteniendo resultados
muy similares.

En un estudio preliminar utilizamos una funcién de azar base poligonal con un
gran numero de vértices, el mismo nimero y en las mismas posiciones temporales
para los tres estratos. La figura 1 representa la estimaciéon Monte Carlo de las tres
funciones de azar base obtenidas en dicho estudio. Es conocido que la mayoria de los
licenciados en Mateméticas en Espana encuentran su primer empleo como profesores
de ensenanza secundaria y que las contrataciones se producen durante los dos meses
anteriores al comienzo del curso académico. Este hecho puede explicar apropiada-
mente el comportamiento casi ciclico de las funciones de azar base para los estratos
aprobado y notable observados en la figura 1.

Una vez observada la forma del azar base es posible reducir el nimero de pa-
rametros del modelo. De hecho, con sélo unos pocos vértices pueden recogerse per-
fectamente los cambios de monotonicidad en las funciones de azar. En el estudio
final s6lo utilizamos vértices en los puntos dados por las componentes del vector
a=(0,2,3,4,6,12,18,24)". Elegimos dichos puntos para aproximar el ciclo anual en
el comportamiento de las funciones de la figura 1, con vértices cada seis meses, pero
anadimos algunos vértices durante el primer semestre porque gran parte de los datos
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Figura 1: Aproximacion Monte Carlo al azar base de cada estrato.

presentaban tiempos de supervivencia en dicho semestre.

Generamos una larga cadena de Markov desechando los 100000 primeros pasos
(para alcanzar convergencia a la distribucion final) y, registrando uno de cada 50
pasos (para reducir la autocorrelacion de la cadena), hasta obtener una muestra de
tamano 10000. La figura 2 muestra la evolucién de dicha cadena para los valores del
coeficiente de la covariable afio de licenciatura y la estimaciéon Monte Carlo de su
distribucién marginal.

0.08
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Figura 2: Evolucién de la cadena de Markov asociada al coeficiente de la covariable afio de
licenciatura, en la derecha, y su densidad predictiva estimada, en la izquierda.

Realizamos los diagnosticos de convergencia utilizando el programa CODA (Best
et al., 1995). Los resultados de estos andlisis, tanto con tests gréaficos (como el de
la figura 2), como con tests estadisticos (test de Raftery y Lewis y el de Geweke),
proporcionaron una aceptable convergencia a la distribucién estacionaria de todos los



parametros del modelo.

La tabla 1 recoge los intervalos de confianza Monte Carlo del 95% para algunos
coeficientes del modelo. Algunos de los intervalos contienen al cero por lo que parece
conveniente realizar una seleccién de covariables. Asi, eliminamos secuencialmente
las covariables sexo y actitud del modelo.

pardmetro | 2.5% 50% 97.5%
b1 -0.982 0.308 1.6
b2 -0.353  -0.0455  0.262
bs 0.0159  0.0312  0.0481
ba -0.379  -0.0082  0.347
na -2.96 -2.48 -2.19

Tabla 1: Intervalos intercuantilicos Monte Carlo para algunos hiperparametros.

Finalmente, de un modo similar, obtuvimos una muestra de tamano 1000 de la
distribucion final con tres estratos y solo la covariable ano de licenciatura. Los analisis
de esta muestra final también mostraron una rapida convergencia. En la tabla 2 se
proporcionan las medias y desviaciones tipicas predictivas obtenidas por Monte Carlo
para algunos individuos, mientras que en la figura 3 se representan algunas funciones
de supervivencia predictivas.

NOTA Aprobado Notable Sobresaliente

ANO 1978 1988 1998 | 1978 1988 1998 | 1978 1988 1998

Media 8.19 10.41 12.81 6.87 8.41 9.97 3.55 391 4.11
Desviacion | 9.76 12.02 15.02 8.02 9.66 11.75 3.77 4.15 4.46

Tabla 2: Media y desviacién tipica de la distribucién predictiva de algunos individuos.

Las supervivencias predichas para el ano de licenciatura 1998 son muy similares
para las notas medias aprobado y notable, siendo menores para el sobresaliente. Este
comportamiento es analogo para todo ano de licenciatura, como cabia esperar. La
supervivencia en funcion del afo de licenciatura también aparece ordenada en sentido
directo al mismo, proporcionando mayores tiempos de espera hasta el primer empleo
para los licenciados de las tltimas promociones.

5 Conclusiones
El analisis de modelos en poblaciones, como el aqui estudiado, resultaba inviable

s6lo hace unos afios. Ahora, con los grandes avances en materia de computacion
de los ultimos tiempos, el analisis de esta clase de modelos no sélo es posible sino
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Figura 3: Funciones de supervivencia predictivas para algunos individuos.

recomendable ya que explican mejor la relaciéon entre la variable dependiente y las
covariables.

Se ha desarrollado un programa en Fortran, disponible por medio del primer au-
tor, para el andlisis del ejemplo aqui comentado y otros bancos de datos, tanto reales
como simulados. En este trabajo se ha utilizado un ordenador personal con un mi-
croprocesador Pentium II a 266 Mhz.
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