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La Teoria de la Credibilidad agrupa las pélizas de seguros que contienen una serie de
caracteristicas comunes en un colectivo, a cual le corresponde una determinada prima
colectiva. Pero cada pdliza tiene un conjunto de caracteristicas especificas que la
diferencian de las demas pdlizas, caracteristicas que en la mayoria de los casos son
inobservables o dificiles de cuantificar, pero que indudablemente deben tenerse en
cuenta para calcular la prima de cada pdliza. El presente trabajo aborda los aspectos
econodmicos del problema de la tarificacion siguiendo los enfoques estadisticos clasico y
bayesiano. Finamente, desarrollamos un estudio bayesiano més flexible mediante un
andlisis de sensibilidad bayesiano. Todo ello lo aplicamos, mediante un gjemplo, al
model o exponencia-gamma de la Teoria de la Credibilidad.
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1. Introduccion

Las compafias de seguros aceptan riesgos de sus clientes, los asegurados, frente a un
cierto precio denominado prima. La Teoria de la Credibilidad trata de agrupar las
polizas referentes a un Mismo riesgo con una serie de caracteristicas comunes en un
colectivo, a cual le corresponde como tal una determinada prima colectiva. Pero cada
pdliza, a su vez, tiene un conjunto de caracteristicas especificas que la diferencia de las
demas pdlizas. Estas caracteristicas en la mayoria de los casos son inobservables o
dificiles de cuantificar, pero ello no quita que haya de tenerse en cuenta en e momento
de calcular las primas correspondientes a cada pdliza. La Teoria de la Credibilidad
estima dichas primas mediante expresiones que, en muchas ocasiones, son una suma
ponderada de la prima colectiva del riesgo y la media empirica de las indemnizaciones
pagadas. Estas expresiones reciben el nombre de formulas de credibilidad y e factor de
ponderacion utilizado es conocido con € nombre de factor de credibilidad.

Hasta hace poco, se intentaba determinar la prima para el colectivo sin preocuparse
excesivamente por la heterogeneidad de la cartera. Sin embargo, |a tendencia actual y
futura parece considerar también las caracteristicas particulares de cada riesgo. Los
métodos bayesianos juegan agui un importante papel, pues permiten incorporar la
informacion resultante de la historia particular de cada riesgo.

Desde e punto de vista actuarial, los seguros se dividen en vida y no vida. Los
primeros tratan de subsanar determinadas situaciones que pueden producirse, como la
muerte o invalidez, o que con seguridad se produciran, como la jubilacion. Los
segundos se destinan a compensar la pérdida eventual que puede producirse en el
patrimonio del asegurado. En cualquiera de ellos la prima, precio del seguro, es el valor
de la obligacion del tomador del seguro como contrapartida de las obligaciones y
contraprestaciones que recibira e asegurado en caso de que se den los supuestos
establecidos en el contrato, la poliza

La prima esta compuesta de la suma de los siguientes elementos:

g Prima

Prima Prima de Prima de adicional

PRIMA | —— | puraode —|_ inventario —|_ tarifa —|_ para el
riesgo comercia beneficio

La prima pura 0 de riesgo se obtiene mediante procedimientos mateméticos
estadisticos. La prima de inventario supone sumar a la prima de riesgo los gastos de
gestion internos o administrativos. Si a ésta le sumamos |os gastos de gestion externa o
comerciales, obtenemos la prima de tarifa comercial. Finalmente, sumando a la anterior
el coste adicional para € beneficio obtenemos la prima que la compafia cobra al
asegurado por €l servicio que le presta.

En definitiva, la prima es €l coste que para la empresa aseguradora suponen los
siniestros mas los gastos de gestion internos y externos y el margen de beneficios. En
este trabajo, como en la mayoria de los desarrollados en Teoria de Credibilidad,
haremos referencia al Unico elemento aleatorio de esa suma; esto es, la prima pura o de

riesgo.



Es evidente que cuando una compafiia introduce una nueva clase de cobertura, €l
juicio personal del actuario, comparando €l riesgo con otros similares es inevitable. En
las Ultimas décadas, para estimar la prima de riesgo se ha utilizado la estadistica
bayesiana (véase a Buhlmann, 1970; Klugman et a., 1998; Eichenauer et a., 1988;
Y oung, 1980; entre otros).

Por otro lado, uno de los problemas mas graves con los que se enfrenta el sector
asegurador en nuestro pais es su falta de rentabilidad, relacionado por la elevada
siniestralidad y los altos costes en el sector. Herndndez (1994) dice: Para luchar contra
las elevadas tasas de siniestralidad, las compafiias deberan concentrar sus esfuerzos en
aplicar criterios de tarificacion que busguen el obligado equilibrio técnico, una mejor
seleccion de riesgos y fomentar la prevencion de siniestros. De ahi que una de las
labores del actuario consista en encontrar métodos de célculo de primas.

Ademés, para la compafia aseguradora, es de vital importancia, e establecimiento
de un precio correcto, ya que s éste es demasiado bajo puede representar una pérdida
para la compafiia aseguradora, mientras que s es demasiado alto puede perder
competitividad frente a otras. Un estudio posterior al andlisis bayesiano, llamado
robustez bayesiana, nos permitira obtener un rango de variacion de la prima a cobrar, 10
gue podriainterpretarse como un nuevo mecanismo de tarificacion.

El articulo esta estructurado como sigue. En la seccion 2 se desarrolla una breve
introduccion a la Teoria de la Credibilidad. En la seccion 3 exponemos € modelo en el
gue se basa nuestro andlisis y calculamos las primas que nos ocupa en nuestro modelo.
En la seccidn 4 ilustramos las ideas anteriores con un gjemplo numérico. Finalmente, en
la seccion 5 concluimos con comentarios acerca del trabajo realizado.

2. Introduccion ala Teoriadela Credibilidad

La credibilidad, como ya comentamos anteriormente, trata de estimar las ponderaciones
gue afectan a la experiencia de siniestralidad de una pdliza respecto a la experiencia de
un colectivo a que pertenece € suscriptor de dicha pdliza. La cuestion bésica es
determinar hasta qué punto es creible la experiencia observada de un asegurado
individual en relacion con la experiencia de un colectivo a que el asegurado pertenece.
Consideremos € siguiente modelo de indemnizaciones de seguros. Supongamos que
las reclamaciones totales de un riesgo, o pdliza, en e periodo i-ésimo (normamente un

ano), es una variable aeatoria Xi|(Q =q), olo que eslo mismo, X|q, i =1,...,t+1.

Para un valor fijo Q=(, se supone que las variables aeatorias X;q, i =1,...t+1, son
independiente e idénticamente distribuidas de acuerdo a una funcién de densidad
f (X|q ), X > 0. suponemos que el valor q es fijo para un riesgo dado, a pesar de
gue, generalmente, no es conocido. Vamos a denotar por p 0(q) alafuncion de densidad

de Q. En términos bayesianos esta funcién de densidad se le conoce como distribucion
(densidad) a priori. En términmos actuariales es costumbre denominarla funcién
estructura.

Un objetivo de lateoria de la credibilidad consiste en calcular la prima en el periodo
t+1 para una pdliza, dado que la experiencia de reclamaciones de dicha pdliza en los
primeros t periodos es conocida, con valores X,X,,...,X. Ademas, supondremos

inicialmente que la funcién estructura p ,(q ) es conocida



Calculamos en primer lugar la distribucion f (X) que describe la distribucion de la

variables experiencia de indemnizacion para un contrato elegido aleatoriamente de la
cartera, que viene dada por

f(x)= of (Xa b, @)da,

y que no es mas que de ladistribucion X incondiciona de (.

En Teoria de la Credibilidad se usan los términos individual y colectivo como
sinénimos de contrato y cartera, y se distingue entre prima de riesgo o verdadera prima
individual, prima colectiva o a priori y prima bayesiana o prima experimental gustada
(véase Freifelder, 1974).

La prima de riesgo viene dada por

E[X la] = ¢ f (x]q)dx,

y laprima de riesgo colectiva o apriori se obtiene como

'E[X]: ¥ f (x)dx.

Por supuesto se tiene que
E[X] = E[E[X |a]l = oy (x 1o Joxtho(a ). M
Si ahora, en un periodo de tiempo t, se observan las indemnizaciones X, X, ..., X, la

verosimilitud de esta observacion es f(Xl,Xz,---,Xt |CI)° f(XlCI), y puesto que la

funcion estructura (distribucién a priori en términos bayesianos) es po(q), la
distribucién a posteriori viene dada por,

f(xap,@)

Of (xa po@)dg

P, afx)=

donde se ha hecho uso del teorema de Bayes.
Esta funcion estructura a posteriori (distribucién a posteriori) nos permite obtener la
prima bayesiana 0 prima experimental gustada, que se calcula de la mismaforma que la

prima colectiva, intercambiando en (1) po(q) por po(q|x). Asi, la prima bayesiana se
obtiene como

e, [x]= ¢E[Xalp , [/x)da.

La prima de riesgo representa la tasa tedrica que la compafiia de seguros cobraria a
un individuo dado al asegurarse. Para su calculo, la compafiia (el actuario) debe conocer
la forma de la distribucién de probabilidad del riesgo y los parametros de esta



distribucion. Si se dispone de esta informacion la prima de riesgo se podra calcular y,
por lo tanto, no existirdn motivos para hacer ajustes de credibilidad. Sin embargo, en
Teoria de la Credibilidad se supone que esta informacion no esta disponible. En este
caso, la prima que la compafiia cobra es la prima colectiva o a priori. Para el cdculo de
ésta se requiere que el actuario especifique unadistribucién a priori para el parametro de
riesgo. La informacion que para ello se necesita se puede obtener de los datos de una
poblacion de contratos similares.

La prima bayesiana es muy similar a la prima colectiva, pero se considera, para su
cdculo, la informaciébn a priori acerca de los parametros del proceso de
indemnizaciones y la actual observada durante € periodo de la pdliza. Utilizando
ambas informaciones se calcula la distribucién a posteriori para, siguiendo e mismo
camino que en € cdlculo de la prima colectiva, obtener la prima bayesiana.

Evidentemente la metodologia seguida para €l cdculo de la prima es solamente una
posibilidad de actuar entre la amplia gama de principios de calculo entre los que elegir.
Para ello puede consultarse a Heilmann (1989), Gémez (1996), etc.

Desde hace muchas décadas los actuarios se han ocupado de calcular primas justas
basadas en datos histéricos de la forma

zx+(1- z)E[X]

Esta expresion recibe el nombre de formula de credibilidad, donde z, es el factor de

credibilidad. Bihlmann (1967) fue el primero en dar una formula explicita para z,

utilizando la aproximacion por minimos cuadrados que resulto,

. tv[E[Xal
" [EXa ][+ EV[Xal

donde V representa lavarianza. z, y 1- Z, se describen como la credibilidad parcial de
los datos observados y de lainformacion a priori.

(2)

3 Calculo de primasen e modelo Exponencial-Gamma

Supongamos un modelo en e que la variable indemnizacién tiene una distribucion
exponencial con pardmetro q, esto es, f (x\q ): ge Y. Esta suposicion es
comunmente acepatada en Teoria de Credibilidad (véase a Heilmann, 1989;Wangs y
Young, 1998; entre otros) ya que las indemnizaciones menores son mucho mas
frecuentes que las elevadas. Supongamos también que e pardmetro de riesgo q tiene

una distribucion a priori gamma de padmetros a y b; esto es
b

p,@)= %q b-1g-29  Entonces la distribucion incondicional de X viene dada

por

— — -gx ab b-1.-a
F()= 0f (b ola)da = qae™ Feya e da

ab N b -(a+x)q _ ab G(b + 1)
< dg = ,
)P °© 17 Gb) @+ x




y esto resulta ser una distribucion generalizada de Pareto, GPar(a,b,1).
Laprimaderiesgo es

1
E[Xja]= q
ya que se trata de la esperanza de la distribucion exponencia de parametroq . La prima
de riesgo colectivao apriori €s,
y que se podia haber obtenido también directamente de la esperanza de la distribucién
generalizada de Pareto GPar(a, b,1).

Ahorasi en un periodo de tiempo t se observan las indemnizaciones X;; X, ,..-y X; 4
la probabilidad de este suceso (la verosimilitud) es

t

. - 14
f (%, %, %[q) = f(Xg) =q'€™®, con x=sax.

i=1
Ladistribucion a posteriori de (] dada la observacion muestral X;, X, ..., X, s,

po@x)ugPte bk,
que resulta ser una distribucién, también, gammma con parémetros (a +tx,b+ t)
La prima bayesiana o a posteriori se calcula de la misma manera que la prima

colectiva, sustituyendo P (CI ) por P o (CI |X), o lo que es lo equivalente sustituyendo
en laexpresion de laprima colectivaa por a+tX y b por b+t, resultando

a+tx

e =

En nuestro caso, donde X ~ EXp (CI) yq ~ G(a, b), setiene,

clea]=2 hel=ge
Mxal-E g oy VE Ve e e

L uego,



t

Z = :
b+t-1

t

Obsérvese que E, [X ] puede reescribierse como

. a+tx t — b-1 a —
E,LIX]|= = X + =Zx+\1- Z )E|IX]
p"[ ] b+t-1 b+t-1 b+t-1b-1 ( JE[X]
Es decir, la prima bayesiana en nuestro modelo adopta la forma de una formula de
credibilidad con factor de credibilidad como en (2).

Algunas propiedades del factor de credibilidad son:

S t® +¥ entonces Z, ® 1. Esto es obvio, ya que en caso de contar con toda
la experiencia posible lainformacion del riesgo individual tiene plena credibilidad.

SV [E (X a )]: 0 entoncesZ, = 0.Cuando las cantidades de indemnizacion

individual esperadas son las mismas, no hay heterogeneidad dentro de la cartera,
luego la prima colectiva es el mejor estimador de la prima individual.

SV [E (X a )]® +¥ entonces Z, ® 1.Ahora € colectivo es extremadamente

heterogéneo y resulta que no se dispone de informacion sobre un riesgo individual
concreto.

S EB/ (X a )]® +¥ entonces Z, ® 0.Esto no resulta claramente intuitivo,

aunque podria interpretarse considerando que s la variable experiencia de
indemnizaciones para un riesgo fijado q muestra un ato grado de aleatoriedad, la
informacion del colectivo resultaindtil para estimar €l valor de la primaindividual.

4. Un enfoque bayesiano masflexible

El enfoque bayesiano, como hemos tenido ocasién de comprobar, se basa en la
especificacion de una distribucién a priori para un pardmetro; en nuestro caso €l
parametro de riesgoq . La eleccion de esta distribucion tiene un carécter claramente
subjetivo, y esto en ocasiones puede resultar complicado. Piénsese, por giemplo, que la
distribucion a priori puede ser necesario deba ser tomada por un grupo de personas con
opiniones a priori diferentes. Este y otros inconvenientes suele achacérsele a la
estadistica bayesiana.

Con € objetivo de salvar esta dificultad se ha desarrollado en las Ultimas décadas
una metodologia que consiste en procesar informacion a priori mas flexible que la que
se exige en un andlisis bayesiano estandar. Esta metodologia recibe el nombre de
robustez o sensibilidad bayesiana. Concretamente con esta metodologia el investigador



(el actuario en nuestro caso) ampliaria las entradas del andlisis bayesiano considerando
que la especificacion a priori no fuera una distribucion a priori singular, sino toda una
familia o clase de distribuciones. Evidentemente esta familia se elegiria de tal modo que
conservase ciertas caracteristicas que pudieran ser evidentes para un actuario, como la
unimodalidad, simetria, conocimiento de algunos cuantiles, etc. En definitiva, un
andlisis de robustez consiste en sustituir la especificacion de una Unica distribucion a
priori, p,(Q) en nuestro caso, por toda unaclase G de modo que

G = {Distribucionesapriori del parametro q T Q}.

Sobre esta familia el actuario calcularia los extremos inferior y superior de laprimaa
cobrar, de modo que s la diferencia entre esos dos valores, denominada rango de
variacion, es grande se hablara de carencia de robustez; por € contrario, si la diferencia
es pequefia se dice entonces que € modelo es robusto. La carencia de robustez debe
interpretarse de la siguiente forma: densidades muy parecidas no producen cantidades
préximas, y de ahi que € actuario deberd tomar sus decisiones con mucha precaucion.
Por el contrario, un modelo robusto debe interpretarse de esta otra forma: las decisiones
del actuario no se veran sustancialmente modificadas con un elemento u otro de la clase.

De entre las muchas clases que se han propuesto, la clase de contaminacién es,
quizas, la que mas atencion ha recibido (Berger, 1985 y Sivaganesan y Berger, 1989,
entre otros). En ella la distribucién a priori del parametro estd dentro de una clase de
distribuciones apriori de laforma

G ={p@)=@- ep,@a)+eaa)al Qe [oa].

La idea es suponer que e actuario especifica una distribucién a priori, pero algo
perturbada por lo que habitualmente se denomina contaminacion, que pertenece a la
clase contaminante Q . Usualmente es una clase muy amplia de distribuciones de
probabilidad, pudiendo ser la de todas las distribuciones, la de distribuciones
unimodales, etc. La confianza en la distribucién a priori estd expresada por € grado de
contaminacion e . Obsérvese que un valor de e =0 significa confianza total del
investigador en la distribucion a priori inicial, mientras que un valor de e =1 manifiesta
desconfianza plena en la misma.

Los céalculos que conducen a estas expresiones se encuentran en Gomez, 1996.
En este articulo desarrollaremos el andlisis de sensibilidad de la prima bayesiana para
la clase anterior y paralacual la clase contaminante es

Q ={Todaslas distribuci ones de probabilidad}.

Un estudio més extenso y en €l cual se eligen otras clases contaminantes puede verse
en Goémez, 1996.

5. Aplicacion



En esta seccidon desarrollaremos un gemplo numérico en el que trabajaremos con las
cantidades de indemnizacion divididas por 100, con €l simple objetivo de hacer los
datos mas asequibles desde € punto de vista computacional. Supondremos que la
variable aleatoria indemnizacion de siniestros tiene una distribucién exponencial de
pardmetroq , mientras que € pardmetro de riesgo,q , tiene también una distribucion a
priori (funcién estructura) gamma, G(2,5)..Estas distribuciones se fijan bajo los

supuestos de que € actuario confia en que la media de las indemnizaciones pagadas
estdn en torno a 25 unidades monetarias (u.m.) y que la indemnizacion media mas
frecuente, la moda, esta en torno a 12.5 u.m. Tomaremos como observacién muestral la
cantidad media de indemnizacion observada en los Ultimos t=10 afios de vigencia de la
pdliza, que supondremos son 100, 250 y 500 u.m. en tres casos considerados. Después
de los calculos oportunos se obtiene los siguientes valores para la prima colectiva y
bayesiana,

x =100u.m. | X = 250u.m. | x =500u.m.

Prima colectiva,, E[X] 50 u.m. 50 u.m. 50 u.m.

Primabayesiana,E;O[X] 85.71um. [192.85um. |371.43um.

Ademas, resulta Z, = 0.714285. Esto quiere decir que la informacion muestral o datos

observados pondera un 71%, mientras la informacion del colectivo o informacién a
priori 1o hace un 29%.

En laFigura 1 se muestran los extremos inferior y superior de la prima bayesiana en
los tres gjemplos considerados (A, para x =100, -, para x = 250 y Bl para x =500) y
para los grados de contaminacion desde el 0% (la prima bayesiana obtenida en un
andlisis bayesiano estandar) hasta el 35% con pasos de 5 unidades porcentuales. Estos
extremos se obtienen minimizando y maximizando la siguiente funcidn con respecto a
lavariable q .

RE, [X]+PR@)
R+PR@)

donde

R =(1- e)a’Gb+1),

P@) = eGb)(a+tx)""q" e,
P@) =9R,@).



Figura 1. Rango de variacion de la prima bayesiana para contaminaciones con

"todas las distribuciones de probabilidad"
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Se observa que la ausencia de robustez se incrementa conforme la media muestral
refleja un resultado que entraen conflicto con lainformacion a priori especificada.

6 Conclusiones

La prima a priori constituye, como comenta Freifelder, 1974, la mejor estimacion de la
verdadera prima (desconocida) cuando la compafia aseguradora no dispone de
experiencia pasada para €l sujeto que contrata por vez primera una poliza.

S esta situacién no se da, es decir, s la compafia dispone de la experiencia de
indemnizaciones del asegurado, bien porque ya contraté con la compafia en los
periodos precedentes o porque procediendo de otra compafia esta le proporcione €l
historial correspondiente, la mejor estimacién de la verdadera prima es la prima
bayesiana.

Para el célculo de esta se precisa de la especificacion por parte del actuario de una
distribucién a priori del parametro de riesgo. Esta especificacion constituye € punto de
partida del andlisis bayesiano. Sin embargo, el actuario en numerosas ocasiones tendra
dificultad en especificar una Unica distribucion a priori, de ahi que se incorpore €l
andlisis de sensibilidad bayesiano (robustez bayesiana).
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Este andlisis tiene el objetivo de medir las fluctuaciones que con respecto a la prima
bayesiana se produce cuando € actuario manifiesta imprecision en la especificacion de
una Unica distribucion a priori, incorporando toda una clase de posibles y razonables
distribuciones.

L as conclusiones generales que se manifiestan en todo andlisis de robustez bayesiano
se reflgjan también en nuestro estudio, como es obvio. Para la clase de contaminacion,
un aumento del grado de contaminacion, reflgado por un crecimiento del valor
dee supone una disminucion de la robustez. La consideracion de observaciones
muestrales en claro conflicto con la informacién a priori considerada implica una
disminucién de robustez.

Finalmente destacamos parainsistir en ello que las conclusiones que desde un punto
de vista bayesiano enunciamos como ausencia de robustez significan desde el punto de
vista del usuario (el actuario en nuestro caso) una postura extraordinariamente prudente
a la hora de proceder a la tarificacion. Esto significa que los escenarios poco robustos
s0lo deben usarse s e actuario estA muy seguro de que las modelizaciones
probabilisticas implicadas son muy gjustadas a la realidad del problema que le ocupa.
En otro caso deberia acudir a escenarios mas robustos, recogiendo més informacion que
le ayude a especificar con mayor precision la distribucion a priori del parametro de
riesgo, o utilizar otros principios de calculo de primas.
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