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RESUMEN

En este trabajo planteamos una funcién objetivo para un modelo de
programacion de inversiones multiperiodo, formulado como un programa linea
estocastico de doble etapa. La funcion objetivo tiene dos componentes. por una parte
la funcion objetivo del programa determinista original, y por otra, una llamada
"funcidn de recurso”, que incorpora en una segunda etapa de optimizacion €l coste
en que se incurre a tratar de corregir las desviaciones debidas a la aeatoriedad de
las restricciones impuestas en cada periodo. Ese coste se formaliza a través de unas

"penalizaciones’ que reducen €l valor de la funcién objetivo inicial.



1. INTRODUCCION

Partimos de un modelo de inversiones determinista clasico que utiliza la
programacion lineal. Este modelo plantea la maximizacion de una funcién de
utilidad, sujeta a unas restricciones. Por sencillez, nos limitamos a considerar
restricciones de tipo financiero.

En cuanto a la funcion objetivo, suponemos que € fin que persigue la
empresa a plantearse la seleccién de un conjunto de proyectos de inversion es que
éste aumente € valor de la empresa en un horizonte temporal dado. Como medida
més aceptada de ese aumento de valor tenemos el valor actual neto (VAN), es decir
la suma de los flujos netos de cgja generados por la inversion. De modo que este
seralafuncion objetivo de nuestro modelo inicial.

Para e célculo del VAN necesitamos fijar una tasa de descuento y un
horizonte temporal.

Tomaremos como tasa de descuento el “coste medio ponderado del capital”
(CMPC) de la empresa. Bredley y Myers (1993, p. 492) definen el coste medio
ponderado de capital de una empresa como “la rentabilidad esperada de una cartera
formada por todos los titulos de la empresa’. Supondremos que €l decisor puede
contar con este dato para la determinacion del VAN de los proyectos de inversion.

El clculo utilizando esa tasa supone que tendrén VAN positivo aquellos
proyectos con los que obtenemos algiin beneficio, una vez compensados los gastos
de financiacion de la empresa.

El supuesto implicito es que la adopcién de los nuevos proyectos no va a
cambiar el CMPC. Nosotros consideraremos que la redizacién de los nuevos
proyectos no altera de forma sustancial la estructura de capital de la empresa.

El horizonte temporal es otro dato inicial. Suponemos que se planifica para N
periodos, que son los que se tomaran en cuenta para el calculo del VAN.

Supondremos finamente, para simplificar € problema, que la tasa de
descuento es la misma para todos |os periodos.

En cuanto a las restricciones del modelo consideraremos dos grupos de
restricciones de tipo financiero. Durante los T primeros periodos, la empresa impone
unas limitaciones presupuestarias que representan los fondos de los que puede
disponer la empresa para financiar los proyectos. La empresa establece esas
limitaciones presupuestarias para cada periodo en funcién de sus intereses y/o de sus
previsiones.

Las restricciones presupuestarias indican gque la empresa cuenta con unos
fondos que puede destinar a financiar nuevos proyectos de inversion.

El segundo grupo de restricciones parte del supuesto de que la empresa no
solo tendra en cuenta las limitaciones financieras a la hora de seleccionar proyectos,
sino que ademas exigird de esos proyectos que a partir de un determinado periodo
generen, en conjunto, entradas de fondos para la empresa.

Aungque esa generacion de fondos se trasade a modelo en forma de
restriccion, su origen tiene mas bien caracter de objetivo. Es ese carécter de objetivo
el que hace que su tratamiento sea distinto a de las anteriores restricciones
financieras.



Establecemos entonces, que a partir del periodo T + 1, la empresa quiere
obtener unos ingresos netos del conjunto de proyectos adoptados. Esos ingresos
deberan ser como minimo una cantidad R; fijada para cada periodo.

El modelo asi planteado tendrala forma:

J N
Maxz=g & -atj(1+k)'t]xj

j=1t=1
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siendo:

Dy cantidad de dinero generada por otras actividades de la empresa,
disponible para financiacién de los proyectos en € periodo t.

ayj: flujo neto de caja asociado al proyecto j en el periodo t. Establecemos que
las salidas tengan signo positivo, y las entradas, negativo.

x;: fraccion del proyecto de inversion j que se adopta

J: nimero total de proyectos de inversion considerados.

T: nimero de periodos los que hay racionamiento de capital, que, en general,
no tiene por qué coincidir con el periodo de planificacion.

N: nimero de periodos en los que consideramos flujos netos de caja a efectos
de célculo del VAN (horizonte de planificacion).

R:: cantidad minima de recursos generados por el conjunto de proyectos en €l
periodo t.

Lasrestricciones 0 £ x; £ 1 imponen que |0s proyectos no sean repetitivos.

En nuestro modelo usamos variables continuas acotadas. Esta claro que €l
uso de variables enteras se adapta mejor a la generalidad de los proyectos, que

suelen ser indivisibles, pero la programacion lineal continua es mucho mas tratable
operativamente, y especialmente mas facil de interpretar que la entera. Conceptos



como € de variable dual , tan significativos y clarificadores en el andlisis continuo,
pierden gran parte de su valor cuando utilizamos variables enteras.

En el caso de la programacion estocéstica, las diferencias operativas entre el
uso de variables enteras o continuas se hacen todavia mayores.

Si utilizamos programacion lineal, la solucién obtenida nos obligard a
aceptar fracciones de proyectos. Ejemplos de estos tipos de proyectos fraccionables
incluyen decisiones de inversion de capital por fondos de pensiones, adquisicion de
participaciones en empresas, construccion parcial de espacio en almacenes, etc.

Sabemos que la indivisibilidad de los proyectos de inversion es esencial en
muchos casos; sin embargo, y tal y como sefidan Kiray Kusy (1990, p. 856), la
aproximacion por programacion lineal es deseable principalmente por dos razones:
el nimero de proyectos potenciales aceptados esta acotado por € numero de
restricciones del programa; y los algoritmos de programacion lineal son mas
eficientes en términos de computacion.

En e caso de que la naturaleza del problema exija que las soluciones sean
enteras, las soluciones del programa lineal pueden servir de base para la exploracion
de la solucion definitiva

Si, como hemos hecho, imponemos la restriccion de que los proyectos no
sean repetitivos (o que equivale a acotar los valores de las variables) las diferencias
entre el uso de uno u otro tipo de variables no son tan grandes.

Byrne et a. (1971, p. 127 ss.) sugieren que se permita una cierta relajacion
en las restricciones, de forma que se puedan gjustar los valores de las soluciones a
valores enteros. El decisor es quien en Ultima instancia debe determinar los costes o
beneficios de esa relgjacion de las restricciones.

En cualquier caso, y como sefialan Byrne et a. (1971, p. 128), es conveniente
observar que e conjunto de soluciones factibles de un problema de programacion
entera esta incluido en e correspondiente a problema lineal, y, por lo tanto, e
Optimo del programa entero no podra ser en ningun caso mejor que el del continuo.
Asi pues, e 6ptimo obtenido en el programa lineal nos servira de cota superior de la
solucion entera (0 mixta).

1.1 Restricciones estocasticas.

Hasta aqui hemos planteado el modelo determinista. Debido a la aleatoriedad
de los fendmenos econdmicos, puede existir una desviacion sobre las previsiones
gue haga que se incumplan las restricciones planteadas iniciamente. Ese
incumplimiento se penaliza de alguna manera, pues supone una pérdida esperada de
beneficios para la empresa.

En particular, puede ocurrir que las previsiones de la empresa sobre sus
disponibilidades financieras no se realicen. Las desviaciones sobre el presupuesto
supondran una pérdida parala empresa.

Observemos que para la empresa suponen una pérdida de beneficio tanto las
desviaciones por exceso como por defecto sobre € presupuesto previsto. La pérdida
en el caso de defecto parece bastante clara, pues la empresa se encuentra con que
tiene que afrontar gastos no previstos. Ahora bien, el exceso de fondos supone que
hemos dejado de destinar esos fondos a otros posibles proyectos, 10 que origina un
coste de oportunidad que hay que tratar de cuantificar.



El incumplimiento de las restricciones financieras “rompe”’ de alguna manera
el programa: pero la empresa tiene recursos para intentar arreglarlo, aunque esto
suponga un coste. Esta enmienda a programa con sus correspondientes recursos es
lo que nos permite plantear un programaen e que se incluye la aleatoriedad.

Esta forma de recomponer e programa tiene que conocerse antes de llevarlo
ala préctica, por lo que debe andizarse antes de incorporarlo a modelo. Debemos
saber cud sera nuestra actuacién en caso de que fallen las previsiones, y como va a
afectar esa actuacion alafuncién objetivo del modelo, y por lo tanto a optimo.

Esa actuacion debe modelizarse matematicamente, para incluirla en €
modelo y cuantificar sus efectos. Si ademas, podemos hacerlo a través de una
funcion lineal, seguiremos dentro del marco tedrico que hemos estudiado
anteriormente.

Asi pues, partiremos del supuesto de que la penadizacion debida a
incumplimiento de las restricciones es proporcional a nivel de incumplimiento.
Traducido a nuestro modelo de seleccion de inversiones, esto equivale a decir que
nuestra pérdida de beneficio es proporcional a exceso o defecto de fondos sobre o
previsto. Cuantificaremos esta pérdida de beneficio mas adelante.

La aleatoriedad puede aparecer en cualquiera de los pardmetros del modelo,
dando lugar a modelos mas 0 menos complejos. Aunque existen estudios en los que
tanto la matriz de coeficientes como e vector de restricciones son aeatorios, la
mayor parte de los trabajos se han centrado en € caso en que sdlo se considera
aleatorio el vector de restricciones, suponiendo €l resto de los parametros conocidos
con certeza. Nosotros mantendremos ese supuesto: la empresa supone conocidos y
ciertos los flujos de cagja de cada proyecto en cada periodo, y los tipos de interés a
los que se invierten los excedentes 0 se pagan los préstamos. Y por e contrario
considera como una variable aleatoria las disponibilidades financieras de cada
periodo.

Las restricciones desde el periodo T + 1 hastad N, son en realidad objetivos
de recuperacion de fondos exigidos por la empresa. Estos fondos se retirarian del
programa. Suponemos que estos objetivos se fijan de forma cierta, por 1o que no las
consideramos variables aleatorias.

2. FUNDAMENTOS DE PROGRAMACION LINEAL ESTOCASTICA

Antes de plantear el modelo de programacién de inversiones, repasaremos
algunos conceptos basicos sobre la programacion lineal estocastica, que necesitamos
para desarrollos ulteriores.

El modelo de programacion lineal estocastica con recurso simple (PLERS)
parte del enfoque desarrollado inicialmente por Dantzig (1955) y otros autores, con
el nombre de “programacion lineal en incertidumbre’, nombre que ain se sigue
utilizando en muchos trabajos.

El supuesto del que parte la PLER es que si e decisor elige antes de conocer
las realizaciones de las variables aleatorias, puede encontrarse con que, al redlizarse
éstas, dgjen de cumplirse las restricciones iniciales, es decir, que €l programa no sea
factible. Las desviaciones debidas a la aeatoriedad deberdn ser compensadas para
gue el programa vuelva a ser factible.



La funcion objetivo reflga las desviaciones a través de una funcion “de
recurso” que es minimizada en una segunda etapa. Supondremos que esta funcién es
también lineal, més concretamente, tomaremos como funcion de recurso la
esperanza matematica de la penalizacion impuesta por € incumplimiento de las
restricciones del programa original.

2.1 Formulacién del problema.

Denotaremos por A y b, las respectivas matrices correspondientes a
restricciones no estocasticas, y utilizaremos T y b para denotar la matriz de
coeficientes y e vector de limitaciones correspondientes a las restricciones
estocasticas. (b representarda entonces una variable aeatoria de distribucion
conocida)

Aungue se han estudiado los casos en los que A, b, y ¢ son aleatorios; €
modelo més estudiado y con mas aplicaciones desarrolladas es aguél en el que sblo
el vector b es aeatorio. En adelante restringiremos nuestro andisis a este supuesto.

Unaformulacién general de este problema es la siguiente:

Minimizar

cx + Ep [min (py)]

sujeto a:
Ax=Db
Tx+Wy=b
x3 0
En una primera etapa de optimizacion, seleccionamos X, que cumpla las

restricciones del tipo Ax = b. Observamos después el valor que toman las variables
aleatorias, y resolvemos la segunda etapa.

El programa de esta segunda etapa es:

Minimizar py

sujeto a:

Wy=Db-Tx

En esta segunda etapa, aparece un nuevo conjunto de variables, y, tanto en la
funcién objetivo como en |as restricciones. Estas nuevas variables surgen debido ala



aleatoriedad de algunos elementos del programay son aeatorias. Su inclusién en el
proceso supone un coste adicional, que representaremos por el vector p. De este
modo, €l coste que aparece en lafuncidn objetivo es py.

El modelo més simple es aquél en el que se supone la existencia de dos
penalizaciones. una asociada a las desviaciones por exceso, y otra a las desviaciones
por defecto, en cada uno de los periodos considerados en el programa original. El
vector y se puede descomponer como suma de dos vectores de elementos no
negativos:

Y=y -y

Igualmente supondremos que e vector p se puede descomponer en p* y p
gue representan las penalizaciones asociadas s cada nueva variable, respectivamente.
La penalizacion total es:

Py +py

En cada restriccion aparece una sola de las variables. Ademés, cada variable
aparece en una solarestriccion, la matriz Wy podra descomponerse como:

Wy =ly" - ly
Y el modelo sera

Minimizar

cx+ Ep [min (p'y" + py)]

sujeto a:
Ax=Db
TX+ 1y -ly=Db
X,y ,y 30

Si denotamos por
T = {tg}, x = {x}, b= {b},
pr=1{pY, p={p} Yy ={) y={n
Entonces, las dos variables auxiliares y;*, yi', toman los valores:
g g
b,-atix; s at

=1 j=1
0 en otro caso

X'Ebi
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o

atjxj-b; s at., % b
j=1 j=1

0 en otro caso
Y las penalizaciones son:
n

pi+(bi' I] J) (atu j - i)

j=1 j=1

Planteado asi el problema, en cada restriccion aparece solo unavariable y;* 6

yi". Se puede escribir, entonces:

oo g e & ... &
Minimizar g c;X; + E,émin(a pi'yi +a P Yi )d

j=1 e 1 1 s}
Sujeto a:
. 3 .
Yi -V = at” i (| =1,2,...,m)
j=1
X, ¥,y 30

en este caso €l programa de la segunda fase es:

U LN L
Minimizar g piy; +a Pi VYi
1 1

Sujeto a:
N 3 .
yi - yi- :bi - at” j (l :1,2,...,m)
=1
Y.y 30

La aplicacion del modelo exige conocer, 0 por |0 menos estimar de algin
modo los valores de los costes p asociados a las desviaciones representadas por .

Lo estudiaremos € caso concreto del modelo de inversiones.

El modelo estocastico que hemos planteado es el que Walkup y Wets (1970)
denominan “programa lineal estocastico con recurso simple’, o también Wets (1966)

programa“completo”.



3. MODEL O DE PROGRAMACION DE INVERSIONES CON RIESGO

Una vez que hemos establecido los fundamentos del modelo matematico,
pasamos a planteamiento de un programa de inversiones estocastico, y en particular
de lafuncién objetivo.

El problema se planteara como uno de los encuadrados dentro del modelo de
programacion estocastica con recurso simple (PLERS), en este caso de
maximizacion.

Segun lo que hemos visto, una formulacién general para un modelo PLERS,
de maximizacioén, se puede escribir como:

Maximizar

cx - E[min(p"y" + py)]

sujeto a:
Ax=Db
TX+ 1y -ly=b
Xy,y30

siendo b una variable aleatoria con distribucion conocida, independiente de x.
Para el modelo de programacion de inversiones propuesto tenemos:

Maximizar:

M[ 't]x €. 3 ., . .
aal a(1+k) K- Epaming (P ¥r + Pt Vi )a

t=1j=1 € =1
sujeto a:
3
a a;xj £ Dy t=12..,T)
=1
J
-a X * R t=T+1,..,N)
=1
OE£x £1
yt+,y{3 0
siendo

Ep: operador esperanza matemética tomada sobre las variables aleatorias D:.
y: . variable de defecto en el periodo t.



yi & variable de exceso en €l periodo t.

Dy variable aleatoria que representa los fondos disponibles para financiacion
de proyectos en €l periodo t.

ay: flujo de cgja neto para el proyecto j en el periodo t.

k: tasa de descuento (CMPC).

Observemos que € sumatorio de las penalizaciones es solo sobre los T
primeros periodos, en los que existe limitacion de fondos.

Suponemos que D; es una variable aeatoria con funcion de distribucién F
conocida

El problema asi planteado puede resolverse utilizando uno de los algoritmos
disponibles, como por gjemplo, los de Wets (1966) para distribuciones continuas o
Wets (1983) para distribuciones discretas, bajo €l supuesto de que p;” + pi > O.

Las T primeras restricciones que aparecen son estocasticas. Las restricciones
deterministas desde T + 1 hasta N nos serviran para seleccionar los valores iniciales
de las variables, necesarios para comenzar la blsqueda del Optimo mediante el
algoritmo adecuado.

4. FUNCION OBJETIVO.

La funcion objetivo es la maximizacion del VAN menos la penaizacion
minima esperada para incumplimientos de las restricciones financieras estocasticas
de los primeros periodos. Esa penaizacion se establece a través de la funcién de
recurso o de segunda etapa.

La determinacion de las pendizaciones es una parte esencid en la
formulaciéon del problema. De la seleccion de las penalizaciones depende en gran
parte el resultado final del modelo.

L as penalizaciones aparecen si en un periodo determinado se superan 0 no se
alcanzan las cantidades presupuestadas. Esto supone que el decisor debe corregir €l
plan inicial y evaluar €l coste de esa correccion. Ademas debe tratar de minimizar
ese coste, que aparecera reflgjado en la funcién objetivo.

En & caso de que las salidas de cgja excedan € presupuesto, hablaremos de
penalizacion “por exceso”. Anadogamente, s estas salidas son menores de las
previstas, y por lo tanto se produce un exceso de fondos, hablaremos de penalizacion
“por defecto”.

Suponemos, que en caso de necesidad, € programa se puede surtir de fondos,
0 bien puede colocar fondos excedentes. Es decir, que hay cierta flexibilidad
temporal en los flujos de fondos, pero tiene que existir un balance equilibrado en
cada periodo.

Ese intercambio de fondos se puede entender como una cuenta financiera que
el programa mantiene con la empresa 0 con € mercado. Ademas, tratamos de
minimizar €l efecto de ese intercambio de fondos en € objetivo final, por lo que la
segunda etapa serd de minimizacion.

El clculo de las pendizaciones es uno de los principales pasos en la
construccion del modelo; ya que € resultado obtenido va a depender mucho de
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como elijamos las penalizaciones adecuadas. Esta eleccion va a tener siempre una
parte subjetiva, pero se puede apoyar en el conocimiento de |as repercusiones que un
fallo en las previsiones tiene en e programa. Es necesario comprender el correcto
significado de las penalizaciones.

Aungue €l planteamiento de las penalizaciones por “exceso” y por “defecto”
seramuy similar, para mayor claridad, las estudiamos por separado.

4.1 Penalizacién por exceso.

Existe exceso en un periodo t cuando los fondos disponibles en ese periodo
son menores que los previstos. Esto supone que no se podra hacer frente alos gastos
ocasionados por |os proyectos. Se corre entonces el peligro de perder las inversiones
realizadas, y los potenciales beneficios futuros que se derivan de ellas. Para evitar
esto, la empresa debe tomar una accion correctora sobre €l programa original. Esta
accion consistira en la obtencion de fondos externos a un coste determinado, que
supondremos conaocido.

Definimos entonces | as variables de la segunda etapa:

+

J
yy =0, Vi =@ a;X;- D >0 t=1,2..,T
j=1

Este coste sera funcion del tipo de interés margina de los préstamos
recibidos por la empresa.

Suponemos que en la practica el costo marginal de esos fondos sera mayor
gue € costo medio ponderado del capital, ya que los fondos de los que puede
disponer la empresa sin aumentar su riesgo ya estan incluidos en las restricciones
presupuestarias.

Para el cdculo de las penalizaciones debemos tener en cuenta que la empresa
puede obtener fondos externos durante todo el periodo de planificacion, aunque no
es deseable, y por eso existen las penalizaciones.

El préstamo ocasiona unos flujos de cgja: pago de principal més intereses de
cada periodo. Para e céalculo de la penalizacion, descontamos esos flujos usando
como tasael CMPC.

Para simplificar, supondremos que €l tipo de interés que se paga por los
préstamos es el mismo para todos |os periodos.

La penaizacion representara una disminucion del VAN total, que se
incorporara a la funcion objetivo en la segunda etapa. Esa disminuciéon del VAN,
por cada unidad monetaria pedida en préstamo en €l periodo t, vendra dada por la
suma algebraica de tres conceptos:

Valor actual del interés pagado por el préstamo, desde €l periodo t hasta su

N
devolucion a final del dltimo periodo de planificacion: é 1 Sk)i
i=t (L+
Vaor actual del principal, que se devuelve a final del periodo de

planificacion: ————-.
(1+k)"
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Valor actua del principal, recibido al principio del periodo t: - !

(1+k)t-l
La expresién que obtenemos es:
N
=&+t : t=1,..,T.

(1K) (1+K)N (1+k)CE

Operando en esta expresién para eliminar € sumatorio, tenemos que la
penalizacion por cada unidad monetaria pedida en préstamo en el periodo t es:

) 1+k)N-t*1_ 1 1 1
Pt :S( ) Nt N 1 t=1,...T.
k(1+k) (1+k) (1+k)

Si € coste de los fondos externos es igual al CMPC, es decir, s = k, no existe
penalizacion. Esto es |6gico, puesto que s podemos obtener fondos a mismo coste
gue los que forman la estructura del capital, €l riesgo de ésta no varia, y ademés no
se altera el valor total de la empresa.

Ademés, la penalizacion serd mayor cuanto mayor sea € tipo de interés
pagado por los préstamos.

4.2 Penalizacion parala variable de defecto.

S en un periodo dado, las disponibilidades reales superan a las previstas,
habremos cometido un error por defecto. Entonces una vez cubiertos los gastos
ocasionados por |os proyectos, nos sobraran fondos.

En este caso, tenemos que:

J
y; =0, Y =D;- & ayx; >0 t=1,2..,7T
j=1

En esta situacion, la empresa puede retirar los fondos excedentes del
programa para utilizarlos en otros fines. Existe la opcion de invertir esos fondos en
inversiones externas de menor riesgo, como depositos o contratos financieros.

La pendizacion por no invertir los fondos en proyectos de inversion
rentables sera una pérdida en e VAN total de la empresa. Las inversiones externas
tendran una tasa de rendimiento que sera como minimo igua a la tasa libre de
riesgo; pero que serd menor  CMPC, en otras palabras serd menos rentable que una
inversion con VAN positivo. De no ser asi, la empresa no emprenderia ningdn
proyecto, 1o que siempre supone algun riesgo, sino que se limitaria a colocar sus
fondos en esas inversiones.

La penalizacion por no utilizar fondos disponibles en e periodo t, debido a
no tener proyectos adecuados, se calcula como una funcién del rendimiento que esos
fondos generan en unainversién aternativa libre de riesgo.
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Supondremos que |os fondos sobrantes en un periodo dado permanecen en la
inversion hasta e final del periodo de planificacién, y que sus rendimientos son
anuales.

Razonando y operando de forma andloga al caso de la penalizacién anterior,
obtenemos la disminucién del VAN por unidad monetaria:

(1+k)Nt+1 11,1

k(1+k) (1+k)N (1+k)t_1 tzl,...,T.

siendo r € tipo de interés a que invertimos los fondos, que como ya hemos dicho
sera como minimo igual al tipo libre de riesgo.

Observemos que, a igual que en la penaizacion por exceso, si € tipo de
interésr esigual a CMPC, la penalizacién es cero. La interpretacion es sencilla: s
la empresa coloca fondos a un tipo de interés igual a su CMPC, que utilizamos como
tasa de descuento, su VAN no varia.

Por otra parte, y como es de esperar, la penalizacion es mayor cuanto menor
es el tipo de interés con el que los fondos son remunerados.

Si afiadimos a la funcion objetivo origina la etapa de recurso con las
penalizaciones propuestas, tenemos:

Maximizar
N J
- (1+Kk) ]x
tlJl
et 1w
& - U
I Tie k(1+K)N (1+k)N (1+k)t'1gt i
-Epiming | W
: tzl: és(1+k)N t+l -1, 1 1 t]yt::
f f 5 k+k)N  (1+k)N  (1+k) 1y b

4.3 Andlisisde las penalizaciones.

En este apartado nos detendremos en e andisis de las penalizaciones
propuestas.

Hemos visto que, s nos sobran fondos en un periodo t, e VAN tota
disminuye, por cada unidad monetaria de exceso colocada a un tipo de interésr, en:

(1+k)Nt+1 11,1
k(1+k)N (1+K)N  (1+k)t?
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Del mismo modo, si tenemos que recurrir a solicitar fondos externos, y los
obtenemos a un tipo de interés s, la disminucién del VAN total, serg, por cada
unidad monetaria:

Io__s(1+k)N'“1-1+ 1 1
t K(1+K)V (1K) (1+k)ED

Una primera observacion es que s los tipos de interés para préstamos y
colocacion de fondos coinciden, r = s, entonces py = - pt'; y la penalizacion total
sera

amyy -y =anry -y )=any
t t t

es decir, que bajo ese supuesto, la penalizacion sdlo dependeria del total de las
desviaciones presupuestarias (independientemente de su signo) y del coste p;
asociado a éstas; y podria incluso no ser tal penalizacion, sino un beneficio para la
empresa.

Ahora bien, €l supuesto de que las tasas r y s son iguales es muy poco
realista, |0 que ocurre es que s es mayor quer.

Para simplificar la notacion, haremos

_ (1K)t _ 11
H k(1+ k)N i 1+ (1+k)N

L: representa el valor actual de un unidad monetaria percibida desde €l inicio
del periodo t hasta @ final del horizonte temporal N. Es una cantidad positiva.

B: representa la diferencia entre el valor actual de una unidad monetaria a
inicio del periodo t y a fina del horizonte temporal. Es también una cantidad
positiva.

De acuerdo con esta notacion, las penalizaciones se expresaran como:

P = Bi-rl pr = sLki- B
Si sumamos ahorap;’” y pr, tenemos
P+ Pl = (5L

Como €l tipo de interés de préstamos es mayor que e que obtenemos al
colocar fondos,

s—r>0
y entonces,
e+ pd = (s=r)L> 0.

con lo que se cumple la condicion suficiente para asegurar la factibilidad del
programa de la segunda etapa.
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Como Ultima observacidn, sefidemos que la eleccion de las pendizaciones
tiene una componente subjetiva, debido a que su estimacion estd basada en la
importancia que el decisor otorgue al incumplimiento de las previsiones.

La penalizacién total es una funcion del nivel de incumplimiento de la
restriccion y del coste que el decisor atribuye a dicho incumplimiento. En este
ultimo factor es donde aparece la subjetividad.

Es necesario conocer los fundamentos del modelo de decision y tener un
buen conocimiento del mercado financiero, para seleccionar adecuadamente las
penalizaciones. La subjetividad debe compensarse con un andisis adecuado que nos
posibilite la adaptacion a nuestras circunstancias y necesidades concretas de los
modelos y |as técnicas disponibles.

Es obvio que las penaizaciones propuestas son especialmente ssimples, y
pueden complicarse para adaptarse mejor alas caracteristicas del problema concreto.

En nuestro modelo hay una simetria en e tratamiento de las penalizaciones
por exceso y por defecto, sin embargo, podrian tratarse de distinta manera: Podemos
también actuar sobre los periodos considerados para los céculos, y sobre los
supuestos sobre periodicidad de los flujos de fondos.

En nuestro caso, hemos supuesto que, tanto en el caso de que se pidan fondos
prestados, como en el de que se coloquen, los correspondientes intereses se pagan o
reciben cada periodo hasta e final. Sin embargo, se pueden plantear otras
posibilidades, como que los intereses se acumulen en un solo periodo, 0 que se
adelante o retrase la devolucién del principal. Estas consideraciones pueden incidir
sobre la determinacion de las penalizaciones.

También hemos supuesto que los tipos de interés, r y s, se mantienen
constantes para todos los periodos. Aunque suponga complicar algo e modelo, se
pueden calcular |as penalizaciones con tipos de interés variables.

Otra ventaja a tener en cuenta en & planteamiento de las penalizaciones es
gue éste nos permite un mejor andlisis del problema. Ese andlisis nos ayuda a
conocer €l problema, |o que a su vez nos facilita el calculo de las penalizaciones. Se
produce una aimentaciéon en dos sentidos que nos permite avanzar en la
construccion del modelo. Las penalizaciones pueden interpretarse como variables de
gestion que limitan € riesgo en la toma de decisiones. Citando a Kusy y Ziemba
(1986, p. 359): “El coste de recurso tiene el efecto de restringir elecciones
“agresivas’ de las variables de decisién s los costes que supone recuperar la
factibilidad superan los beneficios.”
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