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Resumen

En este trabajo se muestra que una red neuronal artificial de arquitectura "feedforward"
puede interpretarse como un mecanismo muy versatil de construccién de funciones de R' en
R™. Se analiza, a la luz de la metodologia de estimacién de funciones, aquello que en el &mbito
de las redes neuronales se llama "aprendizaje de la red". Se muestra que una red con funcion
de transferencia identidad equivale a un sistema lineal. Se explica el mecanismo por el cual,
para una informacion dada y fija, el aprendizaje de una red conduce a mdltiples soluciones
todas ellas con la misma respuesta frente a cada entrada. Se comprueba, en definitiva que hay
multitud de soluciones para una red neuronal (con funcién de transferencia identidad) que
definen el mismo sistema lineal.

En lo que respecta a las Redes de Expansion se comprueba que son equivalentes a un
modelo lineal en los pardmetros, uni o multiecuacional dependiendo del nimero de neuronas
en la capa de salida.

Se plantea el problema de la amplitud de la clase de funciones que pueden generar
este tipo de redes neuronales. Es decir su capacidad para recoger las dispares relaciones entre
variables de entrada y salida propias de las distintas aplicaciones.

1.- Introduccién.

El tipo de red objeto de este trabajo tiene una capa de entrada o
conjunto de neuronas que reciben valores exteriores a la red, una capa de
salida con neuronas que emiten al exterior la respuesta elaborada por la red y
una o mas capas ocultas de neuronas que se interconectan entre si. Es una
red de tipo "feedforward" donde las conexiones son unidireccionales desde una
capa a la siguiente, comenzando por la de entrada y terminando por la de

salida. Un esquema de red con una sola capa oculta puede verse en la figura 1



Figura 1: Esquemade red neuronal de tipo
feedforward con una capa oculta
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Cada conexién entre neuronas tiene asociado un coeficiente w positivo o
negativo. De este modo, la red correspondiente a la figura 1 ha de poseer dos
matrices de coeficientes: W; de dimensidon 4x3 que contienen todas las
ponderaciones relativas a las interconexiones entre las tres neuronas de la
capa de entrada y las cuatro neuronas de la capa oculta y la matriz W? de
dimension 2x4 que contiene las ponderaciones correspondientes a las
interconexiones entre las dos neuronas de la capa de salida y las cuatro de la
capa oculta. Cualquier coeficiente de estas dos matrices se asocia con una

conexion entre dos neuronas de la red. Por ejemplo el coeficiente \/\/12'l que

ocupa la segunda fila y primera columna de la matriz W* corresponde a la
conexion que se establece entre la neurona 2 de la capa de entrada y la
neurona 1 de la capa oculta. Este, es el coeficiente de ponderacion de un
impulso que sale desde la citada neurona 2 de la capa de entrada y llega a la
también citada neurona 1 de la capa oculta. El valor cero de un coeficiente
puede interpretarse como ausencia de conexion real entre las dos neuronas
correspondientes. Obsérvese que las dos matrices W* y W? recogen y definen
la estructura de la red neuronal propuesta en la figura 1.

Sea t la funcion de trasferencia de la red y sea la funcion vectorial

(considérese también su andloga para un vector columna)
t(z.2..2,)=t(2)t(z).t(z) @



Si X representa un vector columna que contiene tres valores cualesquiera de
las variables de entrada en la red de la figura 1, e Y es el vector columna que
contiene los valores de salida, entonces podemos escribir que dicha red es una

funcion definida de R® en R? mediante la expresién analitica
y=tw? tw x)) @
Si la funcion de transferencia es la funcion identidad se obtiene
Y=W2" WY X (3)

Es evidente que b' =W?” W' es una matriz de dimension 2x4 y por

tanto podemos escribir la red neuronal de la siguiente forma:

63 , 0
A cab,” X~
é i:Y:bT'x:ggl i (4)
ng gé bzyj - X]
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La red neuronal se convierte, por tanto, en un simple sistema de dos
ecuaciones lineales. Si una de las entradas a la red es constantemente igual a
1, cada ecuacion tiene un término constante.

Si la funcién de transferencia tiene la forma t(x,)=ax +b, entonces la

red neuronal (2) puede escribirse de la siguiente forma
Y =HX +C (5)

dondeH =a*W?*W* , C=abw"1,+b.l, y donde 1 representa un vector

columna con s componentes idénticas al valor 1. La red neuronal es un sistema

de dos ecuaciones lineales con un término constante en cada ecuacion.



2.- Andlisis formal de los modelos resultantes de una red neuronal de tipo
"feedforward".

En general, una red de tipo"feedforward" con k-1 capas ocultas, m
neuronas en la capa de entrada, y n neuronas en la de salida, se identifica con

la funcion definida de R™ en R™ mediante la expresion analitica siguiente
Y =T(X)=t (W t(..t W X)) 6)

donde necesariamente, W! ha de ser una matriz con m columnas y W¥ ha de
ser una matriz con n filas. Para que la expresion (6) sea coherente, las matrices
han de tener dimensiones que permitan efectuar los productos matriciales en
ella expresados. Es decir las dimensiones de WX, W<, hasta W2 W!, han de
ser las siguientes: nxnk, MKXNk-1,....... , N3XNy, Noxng, Nixm. Evidentemente esto
significa que la Fésima capa oculta (para todo i desde 1 a k-1), contiene n;
neuronas igual al nimero de filas de la matriz W'

Si utilizamos la funcién identidad como funcion de transferencia

entonces la expresion (5) queda reducida a la siguiente
Y=T(X)=H" X donde H=W*" .. .W?» W @)

Si la funcién de transferencia es lineal, la red adquiere la forma
expresada en (5) aunque el proceso de obtencibn de H y C se prolonga k
etapas y las expresiones de ambos elementos son mas complejas.

Las redes neuronales con una funcién de transferencia lineal quedan
reducidas a sistemas lineales. Ademas, hay multitud de redes neuronales de
estructura diferente pero de comportamiento idéntico al Unico sistema lineal
gue todas ellas definen (cuando la funcién de transferencia es la identidad).
Esto se debe a que toda matriz rectangular se puede descomponer en producto

de dos o mas matrices, en un numero infinito no numerable de formas



diferentes. Por ejemplo, las dos redes siguientes se pueden considerar

idénticas

@a 2 5
w2=(12) Ww'= * (8)
§4 3 1y
8& 2 3¢
w?=(1 2 1) W'=¢3 1 1+ 9)
§2 4 2

ya que ambas estructuras originan el mismo modelo lineal

Y =9X, +8X, +7X, (11)

¢Tiene alguna ventaja utilizar ocho o doce parametros para obtener idéntico
resultado que con solo tres?

Andloga conclusién se obtiene cuando la funciébn de transferencia es
lineal. Aunque las expresiones sean mas complejas, todas ellas contindan
siendo lineales y los argumentos anteriores son validos.

Como consecuencia de lo expresado hasta el momento, resulta evidente
gue los modelos conocidos como redes de expansion, Garcia G. (1998), son
equivalentes a modelos lineales en los parametros. La metodologia del modelo
lineal general y sus extensiones multiecuacionales les son aplicables. Desde
esta perspectiva, dichos modelos de red neuronal no hacen nuevas
aportaciones. Por otra parte, el fundamento matematico de esta técnica esta
perfectamente desarrollado. Es la clasica aproximacion de funciones mediante
series. En un comienzo polindmicas, posteriormente de Fourier, y de forma
mas general y abstracta mediante un sistema ortonormal que constituye una
base del espacio vectorial de dimension infinita que contiene a una clase de

funciones suficientemente ampliay bien comportada



Cuando la funcién de trasferencia no es lineal, resulta dificil comprobar si
hay una situacion analoga a la descrita mediante (8) y (9). Es dificil comprobar
si existe una funcion no lineal con un namero inferior de parametros capaz de
producir exactamente los mismos resultados que toda una clase no numerable
de redes equivalentes (definidas por distintas colecciones de valores en las
matrices W que explicitan su estructura). Si en algun caso llegara a suceder
sera detectado inmediatamente por que al someter a la red al proceso de
aprendizaje con unos mismos datos en reiteradas ocasiones, se observaran
soluciones muy dispares pero que producen respuestas practicamente

coincidentes.

2.1 Transformacion de Variables Aleatorias y Modelos de Regresién.

En este apartado se muestra como una red neuronal puede definir
transformaciones de variables aleatorias y modelos de regresion. Se quiere
resaltar que en la mayoria de las aplicaciones que se hacen de este tipo de
red, de una manera mas o menos explicita, se esta definiendo y utilizando un
modelo de regresién. Se presentan conjuntamente para resaltar algunas
diferencias clarificadoras de ideas sobre qué se esta haciendo cuando se aplica

una red neuronal a problemas concretos.

a.- Transformaciones de Variables Aleatorias

Dado un espacio de probabilidad (W, A, P), correspondiente a un
experimento aleatorio, una variable aleatoria m-dimensional es una funcion
medible X de W en R™. Por otra parte, una red neuronal con m neuronas en la
capa de entraday n en la de salida es una funcién Y=T(X) de R™ en R". Dicha
funcién es Borel-medible, entre otros casos, cuando la funcién de transferencia
es continua y acotada. La composicion de ambas funciones (variable aleatoria

y red neuronal) define una funciéon medible

Y=ToX :W® A" (12)



Por tanto, Y es una variable aleatoria n-dimensional transformada de X

mediante T. Para cada wi W, se obtiene un punto x = X(w)T A™ y un punto
y=T()=T(x(w) (13

Los puntos (x,y) pertenecen a una Variedad de ecuacion (13) contenida en

A ™", Cada realizacion del experimento aleatorio conduce a un resultado del
espacio muestral al que las variables aleatorias X y su transformada Y, le hacen
corresponder un punto sobre la citada Variedad.

Por ejemplo, consideremos el modelo de red neuronal lineal propuesto
en (8) o en (9). Ambos definen la funcién lineal (11). Aplicado a una variable
bidimensional ¥1,X2) y a X3 =1 constante, da lugar a una variable aleatoria Y
gue es combinacion lineal de las anteriores. La variable aleatoria (X1, Xz, Y) es
tal que para cada wi Wdefine un punto que se sitia sobre el plano de
ecuacion

Y=9x +8x,+7  (14)
inmerso en A®. Las realizaciones de la variable (X1, X, Y) son puntos que se

distribuyen aleatoriamente sobre el plano de ecuacion (14).

b.- Modelos de Regresion.

Una forma alternativa de relacionar variables aleatorias es definir la
funcion de regresion entre dos vectores aleatorios mediante una red neuronal,
de manera que para cada realizacion x de la variable m-dimensional X se

defina la esperanza del vector n-dimensional Y condicionada a x como
E[Y/x]=T(x) (15)

donde T(x) es una expresion como la definida en (6). De esta forma, puede

afirmarse que para cadawl W

Y(wW) =T(X(W)+uw)  (16)



donde u es un vector aleatorio n-dimensional cuyo valor esperado es (0)T A".

Ahora las realizaciones de (X,Y) no se sitlan exactamente sobre la
variedad de ecuacién (13) sino relativamente préximos (alrededor de ella)
dependiendo de las varianzas asociadas con los distintos elementos que
componen el vector aleatorio u. En particular, utilizando la misma red lineal que
condujo a (14), ahora, los puntos (X;, X%, Y) no son realizaciones aleatorias sobre
el plano sino en regiones, (alrededor de él), mas o menos préximas
dependiendo de la varianza de u.

Obsérvese que a pesar de tratarse de relaciones entre variables
aleatorias, (13) establece una relacion funcional o determinista entre los
vectores X e Y, mientras que (16) establece una relacion de tipo estocastico
entre dichos vectores aleatorios. En (13), dada una realizacién (aleatoria) de X
automaticamente queda determinado la realizacion de Y (que también es
aleatoria pero perfectamente conocida una vez que se conoce la de X). En (16),
dada una realizacion de X, queda determinado el valor esperado de la
correspondiente realizacion de Y pero no es posible determinar el valor

concreto de Y a partir del de X.

2.2 Capacidad de construir modelos de unared neuronal tipo feedforward.

Ya se ha visto que una red de este tipo es una relacion funcional de R"
en R' con my n determinados por la estructura de la red. La pregunta es si la
metodologia es suficientemente flexible. Es decir si dada una funcién de R" en
R' perteneciente a una cierta clase de funciones medianamente bien
comportadas (con ciertas condiciones de continuidad y poca rugosidad)
siempre existe una red neuronal tan proxima ella como se quiera. En el argot
del Analisis Matematico el problema consiste en demostrar que la clase C, de
redes neuronales es densa en una clase C mas amplia de funciones. Desde el
punto de vista aplicado habria que afiadir que, ademas, C es suficientemente
amplia para proporcionar el modelo necesario en una gran mayoria de
aplicaciones concretas. En cualquiera de estos casos, una red neuronal de tipo

feedforward seria una buena solucion.



En el trabajo de Weaver, S. y otros (1988), se afirma que cualquier
funcion continua puede ser perfectamente aproximada sobre un dominio
compacto, con una red neuronal con funcién de transferencia sigmoidal y con el
ndamero suficiente de neuronas en sus capas ocultas. El articulo de Ritter, G.
(1999) hace referencia a la propiedad de densidad de este tipo de redes en la
clase de las funciones continuas sobre un conjunto compacto.

Por otra parte, los conceptos acufiados en el ambito de las redes
neuronales artificiales sobre “aprendizaje” y “memoria” corroboran este hecho.
En efecto; en la mayor parte de las aplicaciones de este tipo de redes se tiene
una respuesta Y n-dimensional, no determinista, a valores observados de un
vector aleatorio mdimensional que actia como estimulo o entrada de la red.
Se plantea un sistema de regresion (lineal o no lineal) de Y sobre otro X. Es
generalmente aceptado que no se debe exagerar la cantidad de neuronas en
las capas ocultas de la red, porque la red memoriza las cantidades de entrada
y salida en lugar de aprender la relacion estructural existente entre las
variables, de forma que responde perfectamente cuando se introducen datos
utilizados para su entrenamiento, y sin embargo es incapaz de aproximar una
repuesta coherente cuando se le suministran nuevos datos de entrada, adn
cuando pertenezcan al cierre convexo engendrado por los valores de X
utilizados en el aprendizaje supervisado. En el ambito de la regresion no
paramétrica se afirmaria que se ha construido una funcién demasiado flexible y
rugosa, cuya grafica pasa por todos y cada uno de los puntos del diagrama de
dispersion. No se ha producido ningun tipo de suavizamiento, el modelo ha
recogido todo la componente perturbadora y su capacidad de prediccion es
mala. Hay que aumentar el pardmetro de suavizamiento para que la funcién
resultante sea menos rugosa y evitar que atraviese cada uno de los puntos del
diagrama de dispersion. Obsérvese que el dilema rugosidad, suma de
cuadrados residual que se estd planteando resulta muy similar al dilema
“memoria”, “aprendizaje” y sobre todo, parece poner de manifiesto la enorme
flexibilidad de una estructura de red neuronal que ocasiona respuestas rugosas
y que contienen todos los puntos del diagrama de dispersion. Esto,

basicamente es contestar afirmativamente al problema planteado. Respuesta



comprobada de forma empirica por los multiples practicantes de aplicaciones
de esta metodologia, los cuales incluso han propuesto una regla para el
namero optimo de neuronas a utilizar: Una o dos capas internas con un nimero
total de neuronas cercano al logaritmo en base 2 del nimero de vectores de
entrenamiento disponibles. Podria decirse que en el ambito de las redes
neuronales con arquitectura feedforward, el equivalente al pardmetro de
suavizamiento (bandwith) es el nimero de neuronas en las capas internas y el

propio nimero de capas internas de la red (en relacién inversa).

3.- Reflexiones sobre los algoritmos de aprendizaje supervisado.

El algoritmo inicial para el aprendizaje de este tipo de redes es conocido
bajo el nombre de propagacion hacia atras (Back-Propagation). Dicho algoritmo
tiene su origen en el afio 1986 y es descubierto por tres grupos de
investigaciéon simultaneamente Omlsted (1998). En afios recientes se han
publicado multitud de versiones de dicho algoritmo para mejorar, acelerar e
interpretar el proceso de aprendizaje de la red. En los tres dltimos afios, el
namero de trabajos que pretenden mejorarlo, es tan elevado que solamente los
localizados hasta el momento de redactar esta comunicacion obligan a una
referencia colectiva, como la presente, remitiendo al lector al listado que se
facilita en el apartado 5.1

En general, el aprendizaje supervisado se basa en la presentacion
sucesiva de los datos de entrada X y comparacion de la respuesta de la ed
con los valores Y reales observados. Se mide la distancia entre respuesta y
observaciones y se modifican los parametros de la red hasta que la distancia
se hace minima. Cada vector de aprendizaje (X;,Y;) (cada dato) es sometido a
la red de forma secuencial. La secuencia se repite multitud de veces hasta que
la red se estabiliza y deja de sufrir modificaciones. Supongamos que se
dispone de k vectores de entrenamiento. Para cada i=1,2, ...., k se minimiza la

distancia (euclidea generalmente)

dlv.v) @



siendo Y :T(Xi) la respuesta de la red al estimulo representado por X. La

i
secuencia se repite hasta que se estabilizan las modificaciones de los
parametros de la red. El nombre del algoritmo se debe a que el proceso de
modificacién de dichos parametros, no se realiza en una etapa, sino en varias
yendo desde la capa de salida hacia atrds: Se modifican los parametros de la
matriz WK hasta alcanzar el minimo de (17), a continuacién los de W<, y asi
sucesivamente hasta WY El minimo de (17) se suele obtener mediante
métodos de aproximacion numeérica como el de Newton o el del gradiente
minimo o maximo descenso Burden y Faires (1985). El primero exige el calculo
del Jacobiano de la funcibn a minimizar, y el segundo necesita del vector
gradiente. En ambos casos manejar simultaneamente todas las capas de la red
puede convertir el proceso analitico de derivacibn en un problema muy
voluminoso y de dificil tratamiento. Es por ello que se obtienen minimos
parciales por capas. No obstante, si se utiliza el método de Broyden para
aproximar una derivada parcial mediante el correspondiente cociente
incremental, (Burden y Fayres (1985)), para obtener el gradiente o el jacobiano
en un punto concreto, sélo es necesario estar capacitado para valorar con
eficacia la funcion (la red neuronal). En este caso puede encontrarse el
conjunto de matrices Wi i=1,2,....,.K de parametros que minimizan (17),
utilizando un algoritmo de optimizacion que trabaja simultdneamente con todas
las capas de la red en lugar de hacerlo capa a capa. Actualmente existen
programas para PC que son muy eficaces y capaces de encontrar el optimo de
una funcion de muchas variables sin mas que proporcionarle un método para
valorar la funcion en cualquier punto. Por ejemplo existe una aplicacion para la
hoja de céalculo Excel, conocida con el nombre de “Solver”, desarrollada por las
Universidades Leon Landon de Austin (Texas) y Allan Waren (Clevelan).

Si se dispone de todos los vectores de entrenamiento en el momento de
someter la red a un proceso de aprendizaje puede presentarsele toda la
informacion simultaneamente y en una sola ocasion en lugar de hacerlo
secuencialmente y de forma repetida. En efecto, puesto que (17) siempre

tomara valores superiores 0 iguales a cero es equivalente encontrar los



parametros que minimizan simultdneamente cada sumando de (18) que
encontrar aquellos que minimizan la suma en su conjunto
K A
Q=adv.Y)  (18)
i=1

Parece mas eficaz minimizar (18), en su conjunto y presentando toda la
informacion solamente una vez, que buscar minimos de cada sumando y
reiterando el proceso cuantas veces sea hecesario hasta alcanzar un punto fijo.
Frecuentemente el método tradicional conduce un minimo local, segun se
reitera de forma continua en las publicaciones recogidas en 5.1.

Obsérvese que si en (18) se utliza la distancia euclidea, definida
mediante la matriz identidad, estamos planteando el problema de ajustar un
sistema multiecuacional no lineal por el método de minimos cuadrados
ordinarios. Si la métrica se define mediante una matriz definida positiva distinta
de la matriz identidad el problema sera de minimos cuadrados generalizados.
Si se utiliza otra métrica como la suma de los valores absolutos de las
diferencias de las componentes, se esta planteando un problema de regresion
no lineal robusta asociados con una funcion de regresion definida con la
mediana de las distribuciones condicionadas. Cualquier otra métrica de las

utilizadas en el ambito de la regresion robusta es también factible.

4.- Conclusiones.

La mayoria de las aplicaciones de redes neuronales de tipo feed
forward, en los diferentes campos cientificos, consiste en definir un sistema no
lineal de regresion que relaciona un vector de variables de entrada X con otro
de variables de salida Y. La metodologia de este tipo de redes podria por tanto
clasificarse como un método de regresion no lineal.

Las redes con transferencia lineal son equivalentes a un sistema de
regresion lineal cuyo nimero de pardmetros es manifiestamente inferior a los
de dicha red y cuya metodologia de estimacion es bastante mas rapida y
perfecta. El problema clasico de la multicolinealidad aparece también en este
ambito Garcia G. (1998)



La gran ventaja que ofrecen las redes de tipo "feedforward" es su
capacidad para construir modelos. Con el auxilio de k matrices rectangulares
(generalmente 2 6 3 matrices) y una funcion real de variable real continua
(también con funciones impulso bivaluadas), se puede construir el modelo
adecuado para estudiar casi cualquier sistema no lineal resultantes en los
diversos campos cientificos.

Las redes neuronales de tipo feedforward no hacen una aportacion
importante a los métodos de estimacion de funciones, ni desde el punto de
vista conceptual ni desde el de la estimacion de sus parametros. Pero si
proporcionan un mecanismo muy sencillo para la construccion de sistemas no
lineales.

Por el contrario, los algoritmos de aprendizaje utilizados para este tipo
de redes pueden completarse con los bien estudiados y abundantes métodos
de andlisis numérico para la optimizacién de funciones, desarrollados durante
los dltimos 30 afios. Muchos de ellos se han empleado en el ambito de la
regresion no lineal desde antes de los afios 80 (por ejemplo véase el magnifico
libro sobre regresion no lineal de Siebel y Wild (1989)). Trabajos como los de
Derks y Buydens (1998), Zhou-G Si-J (1998), Yam- JYF y Chow-TWS (1997),
Hertz y otros (1997), parecen apuntar en esta direccion.
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