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Resumen 
 

 En este trabajo se muestra que una red neuronal artificial de arquitectura "feedforward" 
puede interpretarse como un mecanismo muy versátil de construcción de funciones de Rn en 
Rm. Se analiza, a la luz de la metodología de estimación de funciones, aquello que en el ámbito 
de las redes neuronales se llama "aprendizaje de la red". Se muestra que una red con función 
de transferencia identidad equivale a un sistema lineal. Se explica el mecanismo por el cual, 
para una información dada y fija, el aprendizaje de una red conduce a múltiples soluciones  
todas ellas con la misma respuesta frente a cada entrada. Se comprueba, en definitiva que hay 
multitud de soluciones para una red neuronal (con función de transferencia identidad) que 
definen el mismo sistema lineal. 
 En lo que respecta a las Redes de Expansión se comprueba que son equivalentes a un 
modelo lineal en los parámetros, uni o multiecuacional dependiendo del número de neuronas 
en la capa de salida. 
 Se plantea el problema de la amplitud de la clase de funciones que pueden generar 
este tipo de redes neuronales. Es decir su capacidad para recoger las dispares relaciones entre 
variables de entrada y salida propias de las distintas aplicaciones. 
 
 
 
1.- Introducción. 

 El tipo de red objeto de este trabajo tiene una capa de entrada o 

conjunto de neuronas que reciben valores exteriores a la red, una capa de 

salida con neuronas que emiten al exterior la respuesta elaborada por la red y 

una o más capas ocultas de neuronas que se interconectan entre sí. Es una 

red de tipo "feedforward" donde las conexiones son unidireccionales desde una 

capa a la siguiente, comenzando por la de entrada y terminando por la de 

salida. Un esquema de red con una sola capa oculta puede verse en la figura 1  

 



 

 

Figura 1: Esquema de red neuronal de tipo  
feedforward con una capa oculta 

 

 

 

 

 

 

 

Cada conexión entre neuronas tiene asociado un coeficiente w positivo o 

negativo. De este modo, la red correspondiente a la figura 1 ha de poseer dos 

matrices de coeficientes: W1 de dimensión 4x3 que contienen todas las 

ponderaciones relativas a las interconexiones entre las tres neuronas de la 

capa de entrada y las cuatro neuronas de la capa oculta y la matriz W2 de 

dimensión 2x4 que contiene las ponderaciones correspondientes a las 

interconexiones entre las dos neuronas de la capa de salida y las cuatro de la 

capa oculta. Cualquier coeficiente de estas dos matrices se asocia con una 

conexión entre dos neuronas de la red. Por ejemplo el coeficiente 1
1,2w  que 

ocupa la segunda fila y primera columna de la matriz W1 corresponde a la 

conexión que se establece entre la neurona 2 de la capa de entrada y la 

neurona 1 de la capa oculta. Éste, es el coeficiente de ponderación de un 

impulso que sale desde la citada neurona 2 de la capa de entrada y llega a la 

también citada neurona 1 de la capa oculta. El valor cero de un coeficiente 

puede interpretarse como ausencia de conexión real entre las dos neuronas 

correspondientes. Obsérvese que las dos matrices W1 y W2 recogen y definen 

la estructura de la red neuronal propuesta en la figura 1. 

 Sea τ la función de trasferencia de la red y sea la función vectorial 

(considérese  también su análoga para un vector columna) 

( ) ( ) ( ) ( )( )nn zzzzzz ττττ ,.....,,,...., 2121 =  (1) 
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Si X representa un vector columna que contiene tres valores cualesquiera de 

las variables de entrada en la red de la figura 1, e Y es el vector columna que 

contiene los valores de salida, entonces podemos escribir que dicha red es una 

función definida de R3 en R2 mediante la expresión analítica 

 

( )( )XWWY ××= 12 ττ  (2) 

 

 Si la función de transferencia es la función identidad se obtiene 

 

XWWY ××= 12  (3) 

 

Es evidente que 12 WWT ×=β  es una matriz de dimensión 2x4 y por 

tanto podemos escribir la red neuronal de la siguiente forma: 
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La red neuronal se convierte, por tanto, en un simple sistema de dos 

ecuaciones lineales. Si una de las entradas a la red es constantemente igual a 

1, cada ecuación tiene un término constante. 

 Si la función de transferencia tiene la forma ( ) baxx ii +=τ , entonces la 

red neuronal (2) puede escribirse de la siguiente forma 

 

CHXY +=   (5) 

 

donde 122 WWaH =  , 23
1 1.1... bWbaC +=   y donde s1 representa un vector 

columna con s componentes idénticas al valor 1. La red neuronal es un sistema 

de dos ecuaciones lineales con un término constante en cada ecuación.  

 

 



 

 

2.- Análisis formal de los modelos resultantes de una red neuronal de tipo 

"feedforward". 

 En general, una red de tipo"feedforward" con k-1 capas ocultas, m 

neuronas en la capa de entrada, y n neuronas en la de salida, se identifica con 

la función definida de Rm en Rn mediante la expresión analítica siguiente 

 

( ) ( )( )( )XWWXTY k ××== 1.....τττ  (6) 

 

donde necesariamente, W1 ha de ser una matriz con m columnas y Wk ha de 

ser una matriz con n filas. Para que la expresión (6) sea coherente, las matrices 

han de tener dimensiones que permitan efectuar los productos matriciales en 

ella expresados. Es decir las dimensiones de Wk, Wk-1, hasta W2,W1, han de 

ser las siguientes: nxnk, nkxnk-1,....... , n3xn2, n2xn1, n1xm. Evidentemente esto 

significa que la i-ésima  capa oculta (para todo i desde 1 a k-1), contiene ni 

neuronas igual al número de filas de la matriz Wi. 

 Si utilizamos la función identidad como función de transferencia 

entonces la expresión (5) queda reducida a la siguiente 

 

XHXTY ×== )(   donde  12.... WWWH k ××=   (7) 

 

 Si la función de transferencia es lineal, la red adquiere la forma 

expresada en (5) aunque el proceso de obtención de H y C se prolonga k 

etapas y las expresiones de ambos elementos son más complejas.  

Las redes neuronales con una función de transferencia lineal quedan 

reducidas a sistemas lineales. Además, hay multitud de redes neuronales de 

estructura diferente pero de comportamiento idéntico al único sistema lineal 

que todas ellas definen (cuando la función de transferencia es la identidad). 

Esto se debe a que toda matriz rectangular se puede descomponer en producto 

de dos o más matrices, en un número infinito no numerable de formas 



diferentes. Por ejemplo, las dos redes siguientes se pueden considerar 

idénticas 
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ya que ambas estructuras originan el mismo modelo lineal 

 

321 789 XXXY ++=  (11) 

 

¿Tiene alguna ventaja utilizar ocho o doce parámetros para obtener idéntico 

resultado que con solo tres? 

 Análoga conclusión se obtiene cuando la función de transferencia es 

lineal. Aunque las expresiones sean más complejas, todas ellas continúan 

siendo lineales y los argumentos anteriores son válidos. 

 Como consecuencia de lo expresado hasta el momento, resulta evidente 

que los modelos conocidos como redes de expansión, García G. (1998), son 

equivalentes a modelos lineales en los parámetros. La metodología del modelo 

lineal general y sus extensiones multiecuacionales les son aplicables. Desde 

esta perspectiva, dichos modelos de red neuronal no hacen nuevas 

aportaciones. Por otra parte, el fundamento matemático de esta técnica está 

perfectamente desarrollado. Es la clásica aproximación de funciones mediante 

series. En un comienzo polinómicas, posteriormente de Fourier, y de forma 

más general y abstracta mediante un sistema ortonormal que constituye una 

base del espacio vectorial de dimensión infinita que contiene a una clase de 

funciones suficientemente amplia y bien comportada 



 Cuando la función de trasferencia no es lineal, resulta difícil comprobar si 

hay una situación análoga a la descrita mediante (8) y (9). Es difícil comprobar 

si existe una función no lineal con un número inferior de parámetros capaz de 

producir exactamente los mismos resultados que toda una clase no numerable 

de redes equivalentes (definidas por distintas colecciones de valores en las 

matrices W que explicitan su estructura). Si en algún caso llegara a suceder 

será detectado inmediatamente por que al someter a la red al proceso de 

aprendizaje con unos mismos datos en reiteradas ocasiones, se observarán 

soluciones muy dispares pero que producen respuestas prácticamente 

coincidentes.  

 

2.1 Transformación de Variables Aleatorias y Modelos de Regresión. 

 En este apartado se muestra cómo una red neuronal puede definir 

transformaciones de variables aleatorias y modelos de regresión. Se quiere 

resaltar que en la mayoría de las aplicaciones que se hacen de este tipo de 

red, de una manera más o menos explícita, se está definiendo y utilizando un 

modelo de regresión. Se presentan conjuntamente para resaltar algunas 

diferencias clarificadoras de ideas sobre qué se está haciendo cuando se aplica 

una red neuronal a problemas concretos. 

 

a.- Transformaciones de Variables Aleatorias 

 Dado un espacio de probabilidad (Ω, A, P), correspondiente a un 

experimento aleatorio, una variable aleatoria m-dimensional es una función 

medible X de Ω en Rm. Por otra parte, una red neuronal con m neuronas en la 

capa de entrada y n en la de salida es una función Y=T(X) de Rm en Rn. Dicha 

función es Borel-medible, entre otros casos, cuando la función de transferencia 

es continua y acotada. La composición de ambas funciones (variable aleatoria 

y red neuronal) define una función medible 

 
nToXY ℜ→Ω= :  (12) 

 



Por tanto, Y es una variable aleatoria n-dimensional transformada de X 

mediante T. Para cada Ω∈ω , se obtiene un punto ( ) mXx ℜ∈= ω  y un punto  

 

( ) ( )( )ωXTxTy ==  (13) 

 

Los puntos (x,y) pertenecen a una Variedad de ecuación (13) contenida en  

nm+ℜ . Cada realización del experimento aleatorio conduce a un resultado del 

espacio muestral al que las variables aleatorias X y su transformada Y, le hacen 

corresponder un punto sobre la citada Variedad. 

 Por ejemplo, consideremos el modelo de red neuronal lineal propuesto 

en (8) o en (9). Ambos definen la función lineal (11). Aplicado a una variable 

bidimensional (X1,X2) y a X3 =1 constante, da lugar a una variable aleatoria Y 

que es combinación lineal de las anteriores. La variable aleatoria (X1, X2, Y ) es 

tal que para cada Ω∈ω define un punto que se sitúa sobre el plano de 

ecuación 

789 21 ++= xxY  (14) 

inmerso en 3ℜ . Las realizaciones de la variable (X1, X2, Y) son puntos que se 

distribuyen aleatoriamente sobre el plano de ecuación (14). 

 

b.- Modelos de Regresión. 

 Una forma alternativa de relacionar variables aleatorias es definir la 

función de regresión entre dos vectores aleatorios mediante una red neuronal, 

de manera que para cada realización x de la variable m-dimensional X se 

defina la esperanza del vector n-dimensional Y condicionada a x como 

 

[ ] )(/ xTxYE =  (15) 

 

donde T(x) es una expresión como la definida en (6). De esta forma, puede 

afirmarse que para cada Ω∈ω  

 

( ) ( ) ( )ωωω uXTY += )(  (16) 



 

donde u es un vector aleatorio n-dimensional cuyo valor esperado es ( ) nℜ∈0 . 

 Ahora las realizaciones de (X,Y) no se sitúan exactamente sobre la 

variedad de ecuación (13) sino relativamente próximos (alrededor de ella) 

dependiendo de las varianzas asociadas con los distintos elementos que 

componen el vector aleatorio u. En particular, utilizando la misma red lineal que 

condujo a (14), ahora, los puntos (X1, X2, Y ) no son realizaciones aleatorias sobre 

el plano sino en regiones, (alrededor de él), más o menos próximas 

dependiendo de la varianza de u.  

 Obsérvese que a pesar de tratarse de relaciones entre variables 

aleatorias, (13) establece una relación funcional o determinista entre los 

vectores X e Y, mientras que (16) establece una relación de tipo estocástico 

entre dichos vectores aleatorios. En (13), dada una realización (aleatoria) de X 

automáticamente queda determinado la realización de Y (que también es 

aleatoria pero perfectamente conocida una vez que se conoce la de X). En (16), 

dada una realización de X, queda determinado el valor esperado de la 

correspondiente realización de Y pero no es posible determinar el valor 

concreto de Y a partir del de X. 

 

2.2 Capacidad de construir modelos de una red neuronal tipo feedforward. 

 Ya se ha visto que una red de este tipo es una relación funcional de Rm 

en Rn con m y n determinados por la estructura de la red. La pregunta es si la 

metodología es suficientemente flexible. Es decir si dada una función de Rm en 

Rn perteneciente a una cierta clase de funciones medianamente bien 

comportadas (con ciertas condiciones de continuidad y poca rugosidad) 

siempre existe una red neuronal tan próxima ella como se quiera. En el argot 

del Análisis Matemático el problema consiste en demostrar que la clase Cn de 

redes neuronales es densa en una clase C más amplia de funciones. Desde el 

punto de vista aplicado habría que añadir que, además, C es suficientemente 

amplia para proporcionar el  modelo necesario en una gran mayoría de  

aplicaciones concretas. En cualquiera de estos casos, una red neuronal de tipo 

feedforward sería una buena solución. 



En el trabajo de Weaver, S. y otros (1988), se afirma que cualquier 

función continua puede ser perfectamente aproximada sobre un dominio 

compacto, con una red neuronal con función de transferencia sigmoidal y con el 

número suficiente de neuronas en sus capas ocultas. El artículo de Ritter, G. 

(1999) hace referencia a la propiedad de densidad de este tipo de redes en la 

clase de las funciones continuas sobre un conjunto compacto. 

Por otra parte, los conceptos acuñados en el ámbito de las redes 

neuronales artificiales sobre “aprendizaje” y “memoria” corroboran este hecho. 

En efecto; en la mayor parte de las aplicaciones de este tipo de redes se tiene 

una respuesta Y n-dimensional, no determinista, a valores observados de un 

vector aleatorio m-dimensional que actúa como estímulo o entrada de la red. 

Se plantea un sistema de regresión (lineal o no lineal) de Y sobre otro X. Es 

generalmente aceptado que no se debe exagerar la  cantidad de neuronas en 

las capas ocultas de la red, porque la red memoriza las cantidades de entrada 

y salida en lugar de aprender la relación estructural existente entre las 

variables, de forma que responde perfectamente cuando se introducen datos 

utilizados para su entrenamiento, y sin embargo es incapaz de aproximar una 

repuesta coherente cuando se le suministran nuevos datos de entrada, aún 

cuando pertenezcan al cierre convexo engendrado por los valores de X 

utilizados en el aprendizaje supervisado. En el ámbito de la regresión no 

paramétrica se afirmaría que se ha construido una función demasiado flexible y 

rugosa, cuya gráfica pasa por todos y cada uno de los puntos del diagrama de 

dispersión. No se ha producido ningún tipo de suavizamiento, el modelo ha 

recogido todo la componente perturbadora y su capacidad de predicción es 

mala. Hay que aumentar el parámetro de suavizamiento para que la función 

resultante sea menos rugosa y evitar que atraviese cada uno de los puntos del 

diagrama de dispersión. Obsérvese que el dilema rugosidad, suma de 

cuadrados residual que se está planteando resulta muy similar al dilema 

“memoria”, “aprendizaje” y sobre todo, parece poner de manifiesto la enorme 

flexibilidad de una estructura de red neuronal que ocasiona respuestas rugosas 

y que contienen todos los puntos del diagrama de dispersión. Esto, 

básicamente es contestar afirmativamente al problema planteado. Respuesta 



comprobada de forma empírica por los múltiples practicantes de aplicaciones 

de esta metodología, los cuales incluso han propuesto una regla para el 

número óptimo de neuronas a utilizar: Una o dos capas internas con un número 

total de neuronas cercano al logaritmo en base 2 del número de vectores de 

entrenamiento disponibles. Podría decirse que en el ámbito de las redes 

neuronales con arquitectura feedforward, el equivalente al parámetro de 

suavizamiento (bandwith) es el número de neuronas en las capas internas y el 

propio número de capas internas de la red (en relación inversa).  

 

3.- Reflexiones sobre los algoritmos de aprendizaje supervisado. 

 El algoritmo inicial para el aprendizaje de este tipo de redes es conocido 

bajo el nombre de propagación hacia atrás (Back-Propagation). Dicho algoritmo 

tiene su origen en el año 1986 y es descubierto por tres grupos de 

investigación simultáneamente Omlsted (1998). En años recientes se han 

publicado multitud de versiones de dicho algoritmo para mejorar, acelerar e 

interpretar el proceso de aprendizaje de la red. En los tres últimos años, el 

número de trabajos que pretenden mejorarlo, es tan elevado que solamente los 

localizados hasta el momento de redactar esta comunicación obligan a una 

referencia colectiva, como la presente, remitiendo al lector al listado que se 

facilita en el apartado 5.1  

 En general, el aprendizaje supervisado se basa en la presentación 

sucesiva de los datos de entrada X y comparación de la respuesta de la red 

con los valores Y reales observados. Se mide la distancia entre respuesta y 

observaciones y se modifican los parámetros de la red hasta que la distancia 

se hace mínima. Cada vector de aprendizaje (Xi,Yi) (cada dato) es sometido a 

la red de forma secuencial. La secuencia se repite multitud de veces hasta que 

la red se estabiliza y deja de sufrir modificaciones. Supongamos que se 

dispone de k vectores de entrenamiento. Para cada i=1,2, ...., k se minimiza la 

distancia (euclídea generalmente) 

 

( )ii YYd ˆ,  (17) 

  



siendo ( )ii XTY =ˆ  la respuesta de la red al estímulo representado por Xi. La 

secuencia se repite hasta que se estabilizan las modificaciones de los 

parámetros de la red. El nombre del algoritmo se debe a que el proceso de 

modificación de dichos parámetros, no se realiza en una etapa, sino en varias 

yendo desde la capa de salida hacia atrás: Se modifican los parámetros de la 

matriz Wk hasta alcanzar el mínimo de (17), a continuación los de Wk-1, y así 

sucesivamente hasta W1. El mínimo de (17) se suele obtener mediante 

métodos de aproximación numérica como el de Newton o el del gradiente 

mínimo o máximo descenso Burden y Faires (1985). El primero exige el cálculo 

del Jacobiano de la función a minimizar, y el segundo necesita del vector 

gradiente. En ambos casos manejar simultáneamente todas las capas de la red 

puede convertir el proceso analítico de derivación en un problema muy 

voluminoso y de difícil tratamiento. Es por ello que se obtienen mínimos 

parciales por capas. No obstante, si se utiliza el método de Broyden para 

aproximar una derivada parcial mediante el correspondiente cociente 

incremental, (Burden y Fayres (1985)), para obtener el gradiente o el jacobiano 

en un punto concreto, sólo es necesario estar capacitado para valorar con 

eficacia la función (la red neuronal). En este caso puede encontrarse el 

conjunto de matrices Wi i=1,2,....,K de parámetros  que minimizan (17), 

utilizando un algoritmo de optimización que trabaja simultáneamente con todas 

las capas de la red en lugar de hacerlo capa a capa. Actualmente existen 

programas para PC que son muy eficaces y capaces de encontrar el óptimo de 

una función de muchas variables sin más que proporcionarle un método para 

valorar la función en cualquier punto. Por ejemplo existe una aplicación para la 

hoja de cálculo Excel, conocida con el nombre de “Solver”, desarrollada por las 

Universidades Leon Landon de Austin (Texas) y Allan Waren (Clevelan). 

 Si se dispone de todos los vectores de entrenamiento en el momento de 

someter la red a un proceso de aprendizaje puede presentársele toda la 

información simultáneamente y en una sola ocasión en lugar de hacerlo 

secuencialmente y de forma repetida. En efecto, puesto que (17) siempre 

tomará valores superiores o iguales a cero es equivalente encontrar los 



parámetros que minimizan simultáneamente cada sumando de (18) que 

encontrar aquellos que minimizan la suma en su conjunto 

∑
=

=
k

i
ii YYdQ

1

)ˆ,(  (18) 

 Parece más eficaz minimizar (18), en su conjunto y presentando toda la 

información solamente una vez, que buscar mínimos de cada sumando y 

reiterando el proceso cuantas veces sea necesario hasta alcanzar un punto fijo.  

Frecuentemente el método tradicional conduce un mínimo local, según se 

reitera de forma continua en las publicaciones recogidas en 5.1. 

 Obsérvese que si en (18) se utiliza la distancia euclídea, definida 

mediante la matriz identidad, estamos planteando el problema de ajustar un 

sistema multiecuacional no lineal por el método de mínimos cuadrados 

ordinarios. Si la métrica se define mediante una matriz definida positiva distinta 

de la matriz identidad el problema será de mínimos cuadrados generalizados. 

Si se utiliza otra métrica como la suma de los valores absolutos de las 

diferencias de las componentes, se está planteando un problema de regresión 

no lineal robusta asociados con una función de regresión definida con la 

mediana de las distribuciones condicionadas. Cualquier otra métrica de las 

utilizadas en el ámbito de la regresión robusta es también factible. 

  

4.- Conclusiones. 

 La mayoría de las aplicaciones de redes neuronales de tipo feed 

forward, en los diferentes campos científicos, consiste en definir un sistema no 

lineal de regresión que relaciona un vector de variables de entrada  X con otro 

de variables de salida Y. La metodología de este tipo de redes podría por tanto 

clasificarse como un método de regresión no lineal. 

 Las redes con transferencia lineal son equivalentes a un sistema de 

regresión lineal cuyo número de parámetros es manifiestamente inferior a los 

de dicha red y cuya metodología de estimación es bastante más rápida y 

perfecta. El problema clásico de la multicolinealidad aparece también en este 

ámbito García G. (1998) 



La gran ventaja que ofrecen las redes de tipo "feedforward" es su 

capacidad para construir modelos. Con el auxilio de k matrices rectangulares 

(generalmente 2 ó 3 matrices) y una función real de variable real continua 

(también con funciones impulso bivaluadas), se puede construir el modelo 

adecuado para estudiar casi cualquier sistema no lineal resultantes en los 

diversos campos científicos. 

 Las redes neuronales de tipo feedforward no hacen una aportación 

importante a los métodos de estimación de funciones, ni desde el punto de 

vista conceptual ni desde el de la estimación de sus parámetros. Pero si 

proporcionan un mecanismo muy sencillo para la construcción de sistemas no 

lineales. 

 Por el contrario, los algoritmos de aprendizaje utilizados para este tipo 

de redes pueden completarse con los bien estudiados y abundantes métodos 

de análisis numérico para la optimización de funciones, desarrollados durante 

los últimos 30 años. Muchos de ellos se han empleado en el ámbito de la 

regresión no lineal desde antes de los años 80 (por ejemplo véase el magnífico 

libro sobre regresión no lineal de Siebel y Wild (1989)). Trabajos como los de 

Derks y Buydens (1998), Zhou-G Si-J (1998), Yam- JYF y Chow-TWS (1997), 

Hertz y otros (1997),  parecen apuntar en esta dirección. 
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