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Resumen. Las condiciones KKT pueden ser consideradas para resolver problemas de
desigualdades variacionales. En este trabajo analizaremos dos propuestas que resuelven
desventajas de propuestas recientes de reformulacion de sistemas KKT. Examinamos
los sistemas KKT como problemas de minimizacion con condiciones de no
negatividad. Probamos que, bajo ciertas condiciones débiles, todo punto estacionario de
estos problemas es una soluciéon de KKT. Basandonos en estas formulaciones,
sugerimos algoritmos para resolver el problema de KKT y estudiamos algunas
condiciones de convergencia.
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1. Introduccion

Sea F:R"=R de clase 1 y mR"=NR" de clase 2. Definimos la Lagrangiana
L:R"P™ =R por

L(x,y,z) = F(x)+Vh(x)y - Vg(x)z,

donde h son restricciones de igualdad, g son funciones de restriccion de desigualdad y z
e y son los multiplicadores de Lagrange, y consideramos el siguiente sistema KKT

L(X,y,Z) = 09
h(x) =0, (1)
g(x)=0,z20, <z,g(x)>=0.

Un sistema de este tipo se puede utilizar para distintos casos. Por ejemplo, bajo una
condicién de cualificacion estandar, el sistema (1) representa las condiciones necesarias
de KKT para que un vector x*&X sea una solucion del problema de desigualdad
variacional VIP(X,F),

< F(x*),x-x*>=20, VxEX,
donde

X =feER h(x) =0.g(x)=0}



En particular, si F =Vf para una funcion fiR"—HR, las condiciones de KKT

representan, bajo una condicion de cualificacidn, las condiciones necesarias de primer
orden para el problema de la minimizacion

min f(x) sujetoa A(x) =0,g(x) =0,

En este trabajo estudiamos el problema de hallar un punto KKT
wh=(x*,y* z%)ER"P™ es decir una tripla que satisface el sistema KKT (1). En esta en
direccion actualmente se construyen algoritmos para obtener la solucion de problemas
de desigualdad variacional y problemas de programacion no lineal.

Los métodos que describimos en este trabajo estdn relacionados con las
recientes propuestas hechas por Facchinei y Kanzow, donde el sistema (1) se transforma

en una problema diferenciable de minimizacion sin condiciones. Estas reformulaciones
’ .y . 2 .
estan basadas en el uso de la funcidn convexa decreciente @:h"—N definida por

p(a,b):=a’ +b> -a-b (2)
Es facil comprobar que
@(a,b)=0< a=0,b=0,ab=0. 3)

Por tanto podemos considerar ahora el sistema (1) como un sistema no lineal de
ecuaciones ®(w)=0, donde la aplicacion ®:R" P " —=R"P™ est4 definida por

L(x,y,z)
D(w) = D(x,p,2) = h(x)

¢ (g(x),2)
y donde

P(2(x),2) = (@(g,(x),2 )y (g, (%),2,,) ) ER™.

Podemos asociar a este sistema una funcion merit,

2
’

W(w) = ;CD(W)TQD(W) = ;CD(W)

lo que hace que resolver el sistema (1) sea equivalente a calcular la solucion global del
problema

min W(w) 4)

Notemos que, para calcular una solucion del sistema (1), se tienen que obtener
soluciones globales del problema de minimizacion (4), mientras que los algoritmos
usuales de minimizacién no condicionada pueden unicamente calcular puntos
estacionarios de (4). Una de las cuestiones centrales planteadas por Facchinei y



Kanzow es el estudiar las condiciones que implican que un punto estacionario de W es
un minimo global de W. Las condiciones dadas en [5], relativamente débiles, incluyen la
suposicion de que la Jacobiana de la Lagrangiana con respecto a las x-variables,

P m
V. L(x,y,z) =VF(x)" + Eijzhj (x) - Zzivzgi (x),
7= =

esta definida positiva. Esta condicion es satisfecha, por ejemplo, si /' es mondtona y las
condiciones son tales que VF(x) es semidefinida positiva y las Hessianas Vzhj(x) y
V g,(x) son vacias. Sin embargo, si uno considera el caso mas natural, es decir, que F
sea monotona, 4 lineal, y g no lineal y concava, es facil comprobar que, puesto que las
matrices V’gi(x) son semidefinidas negativas, si z; es negativo y suficientemente grande,
el ViL(x,y,z) no puede ser definido positivo. Notemos también que esta conclusion es
independiente de la estructura de F'y de 4.

Este hecho es a veces perturbador, ya que si resolvemos una desigualdad variacional
mondtona sobre un conjunto convexo definido por desigualdades no lineales, no
podemos asegurar la convergencia de la solucién tnica de la desigualdad variacional.
Esto nos lleva a considerar la siguiente variante del problema (4)

minW(w) sujetoaz=0, (5)

En este trabajo damos condiciones que aseguran que todo punto estacionario del
problema (5) es una solucion del sistema (1). También proponemos unos algoritmos
especificos para la solucion del problema (5). Algunos resultados preliminares tratados
en este trabajo se pueden hallar en [11]. Un caso analogo fue propuesto por Fischer
para el contexto de problemas de complementariedad no lineal.

Este trabajo lo estructuramos de la siguiente forma. En la siguiente seccion recordamos
algunas propiedades acerca de las funciones W y @ y del método de Newton. Luego, en
la seccion 3, damos condiciones que aseguran que todo punto estacionario del problema
(5) es una solucion del sistema KKT (1). En la seccion 4 introducimos los algoritmos
para la solucion de (1). Estos algoritmos reducen la funcién merit W en cada paso a la
vez que mantienen la variable z no negativa. Estudiamos resultados de convergencia
local y global para estos algoritmos en la seccion 5.

NOTACIONES.
Denotamos por J e [ a los conjuntos indices {/,...p} y {/,...m} respectivamente.

Si w¥=(x*y* z¥)& R"P"" es un KKT-punto, denotamos por I el conjunto de

condiciones activas de desigualdad no estricta y por I el conjunto de condiciones
activas de desigualdad estricta, es decir

I,=fer:g(=0} 1 ={e1,:z >0}

El simbolo V indica la traspuesta de la Jacobiana de una funcién. Si la funcién es de
variable real la traspuesta de la Jacobiana coincide con el vector gradiente, es decir,



. . , 2 . .
utilizando el gradiente como vector columna. Ademas, usaremos V° para indicar la
matriz Hessiana.

2.- Preliminares.
En esta seccion veremos propiedades de diferencibilidad de las funciones ® y W

Debido a las suposiciones que hemos hecho de las funciones F, 4 y g, y por la
convexidad de ¢, es obvio que la aplicacién @ es localmente Lipschitziana y por tanto
diferenciable en casi todas partes (teorema de Rademacher). Denotamos por D, el
conjunto de puntos wER"P™ en el que ® es diferenciable. Entonces podemos

considerar la B-subdiferencial (o matriz jacobiana pregeneralizada en el sentido de
Clarke) de ® en w,

0, D(w) = {H:H: ~lim V(I)(Wk)T}

wh—=w,wheD,,
que es un conjunto no vacio y compacto cuya envolvente convexa
dD(w) := convd ;P (w)
es la jacobiana generalizada de Clarke de ® en w. Véase [1].

Definicion 2.1. El vector w* se dice BD-regular para ® si todos los elementos
HEz®P(w*) son no singulares

El siguiente resultado da una estimacion de la Jacobiana generalizada de ®. Esto se
sigue basicamente de las reglas conocidas del calculo de la Jacobiana generalizada [1].

La prueba viene dada en la proposicion 3.2 de [5].

Proposicion 2.2. Sea w=(x,y,z)ER""P™. Entonces

V.L(w) Vh(x) Vg(x)D,(w)
ad(w)" C| Vh(x)" 0 0 ,
-Veg(x)" 0 D, (w)

donde D, (w)=diag(a;(w),...,an(w)), Dy(w)=diag(b;(w),....b,(W))ER™" son matrices
diagonales cuyos i-esimos elementos vienen dados por

a,(w)=—35 1, b(w)= ]
Lg,(x) + 2} Lg,(x) +z]

si (gi(x),z)=0,

y a{w)=E-1, bi{w)=g-1 para cualquier (&,&) con ||(&, &)||<1 si (gi(x),z:)=0.



Para la siguiente proposicion usamos la condicion de regularidad estricta de Robinson
[12].

Proposicién 2.3. Una solucion w*=(x*,y* z*)ER"P™ del sistema (1) es estrictamente
regular si y solo si todas las matrices de la Jacobiana generalizada de Clarke son no
singulares. En particular, la regularidad estricta de w* es condicion suficiente para que
w* sea solucion BD-regular del sistema ®(w)=0.

Prueba. Véase el Corolario 4.7 de [6]

A partir de las suposiciones de diferenciabilidad de las funciones F, gy & establecidas
en la seccion 1, y el hecho de que g es estrictamente semismooth, se llega al siguiente

resultado [6, proposicion 3.1]
Proposicion 2.4. Se cumplen las siguientes propiedades

a) La aplicacion ® es semismooth

b) Si VF, Vzhj (&), y Vg (i€) son localmente Lipschitzianas, entonces ® es
estrictamente semismooth.

Como una consecuencia, obtenemos la siguiente proposicion.
Proposicion 2.5. Se cumplen las siguientes propiedades
a) Se verifica que

©(w+ h) - D(w) - Hh| = OQ\hH)

para h—0y HEID(w+h).
b) Si ® es estrictamente semismooth, entonces
|+ h)-(w)-HA|[=O(([]*)
para h—0y HEJD(w+h).
La primera parte del siguiente resultado es consecuencia de la semicontinuidad
superior de la Jacobiana generalizada [1, Proposicion 2.6.2 (c¢)] y de la suposiciéon de la
BD-regularidad; la segunda parte es un resultado estandar que es consecuencia de la

suposicion de la BD-regularidad.

Proposicion 2.6. Sea w* una solucion BD-regular de ®(w)=0. Entonces se verifican las
siguientes propiedades:

a) Existen nimeros ¢;>0 y 6,>0 tales que las matrices HEJzP(w) son no
singulares, y satisfacen
-1
HH H = ¢}, para todo w con |[w-w*||<d;.



b) Existen nimeros ¢;>0 y §,>0 tales que
000 2 ¢, -0
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para todo w con |[w-w*||<ds.

Concluimos esta seccion recordando un resultado no obvio, pero simple [6] que juega
un papel crucial en el disefo y analisis de nuestros algoritmos.

Preposicién 2.7. ¢ es continuamente diferenciable, y Viy=H'®(w) para todo H en
ad(w).

3. Una reformulacion de los KKT-sistemas

En esta seccién consideramos puntos estacionarios del problema (5) y su
relacion con las soluciones del sistema (1). Sea el problema (5):

minW¥(w) sujetoaz=0,

recordamos que un punto w*=(x* y* z¥)ER""P™ con z*=0, es un punto estacionario del
problema si VW (w*)=0, V,W((w*)=0, y

*
z,.* >0= O (w )=0
0z,
%
z: =0= W (w )20
0Z.

En lo que sigue indicaremos por /- el conjunto de los indices para los quez; > 0.

En el siguiente teorema damos condiciones que aseguran que un punto
estacionario es una solucién global y, por tanto, una solucion del sistema (1)

Teorema 3.1. Sea w*=(x* y* z*)ER"™ un punto estacionario. Supongamos que

L. ViL(w*) es semidefinida positiva en R"
II. ViL(w * ) es definida positiva en el cono

Vg.(x)'v=0,(iEI
Coty = hvew  vaen v =0, 8 )TV (er) :
Vg, (x*) v=0,G&1.)
y que se cumple una de las dos condiciones siguientes
c1) Vh(x*) tiene el rango columna completo

C2) h es una funcion afin, y el sistema A(x)=0 esta bien definido

entonces w* es una solucion del KK T-sistema



La prueba la podemos ver en [2]

Corolario 3.2. Sea w*=(x*y* z*)ER"P™ un punto estacionario de (5). Supongamos
que

L F es monotona, 4 afin, y g es concava (es decir cada funcidon componente
de g es concava).
II. VL(w*) esta definido positivo en el cono X(x*)

II1. el sistema /(x)=0 esta bien definido
Entonces w* es una solucioén del KKT-sistema.
Notemos que la suposicion II del teorema 3.1 es tan buena como la suposicion

del corolario 3.2 usada en [11] para el caso de desigualdades variacionales mondtonas.
Aqui, al VF(x*) le exigimos que sea definido positivo. Finalmente, puede ser

interesante observar que la suposicion II se satisfece en el caso de que F sea
estrictamente monotona

4. Algoritmos

4.1. Algoritmo de Facchinei

En esta seccion describimos el algoritmo para la solucion del problema (5) propuesto
por Facchinei y otros [2].

Antes de establecer el algoritmo formalmente vamos a hacer algunas
anotaciones. Primeramente recordemos que queremos resolver el sistema condicionado
nonsmooth de ecuaciones

d(w)=0, z=0. (6)

Una forma simple de resolver (6) sera el resolver iterativamente el sistema linealizado
H,Aw=-®dw"), z“+Az=0, (7)

Donde w" es el vector iterante k-esimo, HyEdz®(W"), y Aw=(Ax,Ay,A2)ER"P™. Es

razonable resolver (7) por minimos cuadrados, reemplazando el sistema condicionado
lineal (7) por el siguiente problema lineal condicionado de minimos cuadrados.

min %Hfb(wk ) - H, A sujeto a z* + Az = 0. ®)

Ahora, teniendo en cuenta la proposicién 2.7, es facil ver que la funcion merit de (8)
puede ser sustituida por

%Hcp(wk) + H, A = %(cp(w’f) + H Aw) @) + H, Aw)

=WWw") + VW) Aw+ %AWTH,Z H Aw.



Puesto que W(w") es una constante, el problema (8) es equivalente a

min V¥ (w* )" Aw + lAWTHngAW sujetoa z* + Az = 0. 9)
2

Si el sistema ®(w) =0 fuese diferenciable seria simplemente una version condicionada
del método de Gauss-Newton. En este caso (9) podria no tener solucion unica. Por lo
tanto, en base a resultados andlogos en el caso smooth, vemos conveniente considerar
alguna clase de modificacion en la direccion de bisqueda del subproblema (9). En este
trabajo consideramos una modificacion tipo Levengerg-Maquardt. Para este fin, sea
p:R—N. una funcion fuerte, es decir, una funcién continua que toma valores no
negativos y es 0 si y solo si su argumento es cero. El subproblema actualmente usado en
el algoritmo seria el siguiente, version regularizada de (9):

min VW (w)” Aw + ;AwT(HkTHk +p (WW NI Aw sujetoaz +Az= 0. (10)

* no es solucion de (6) la matriz HIH, + p(¥(w")I es definida

positiva. Puesto que, el conjunto factible del programa cuadratico (10) es obviamente no
vacio, el problema (10) admite siempre una solucion tnica.

Notese que si w

Podemos dar ahora una descripcion formal del algoritmo. Basicamente resuelve
el KKT-sistema resolviendo una sucesion de problemas (10).

Algoritmo 4.1.1. (Algoritmo basado en QP nonsmooth)
(S.0) (Dato inicial)
Elegir w’=(x")°,z)ER"P™ con z°=0, 0€(0,1), BE(0,1) y k:=0
(S.1) Fin del criterio
Si w* es un punto estacionario de (5): Stop
(S.2) (Subproblema de programacion cuadratica)

Seleccionamos un elemento Hi€dg®(W'). Sea Aw'=(Ax"A)FAZHER™P™ la
solucion unica del problema de programacion cuadratica (QPy):

1
minW(w*)" Aw + EAWT (HH, + p(¥(W))Aw sujetoaz" + Az = 0.

(S.3) (linea de busqueda)

Sea tkzzmax%[ = 0,1,2,..}tal que
W' +1,Aw*) = (1-ot] )P () (11)



(S.4) Calcular

k+1

W = wh e, AW', k=k+1. Eira(S.1).

Se observa facilmente que cualquier sucesion {w*}={(x* )*,2)}CR™P"™ generada por el
algoritmo 4.1 mantiene factible el problema 5, es decir, z'=0 para todo k. También
notemos que el # en lado izquierdo de la inecuacion (11) estd elevado al cuadrado, lo
que no es usual en las reglas de seleccion de paso.

El siguiente teorema prueba que el algoritmo esta bien definido

Teorema 4.1.2. Sea w'=(x*)*ER"™ con z*=0 un vector arbitrario y sea
AW'ER™™ una solucion del (QPy). Tenemos que

V(W) Aw* <0
en el caso de que w* no sea un punto estacionario del problema (5), se cumple que
V(W) Aw* <0

Ademas, el algoritmo 4.1 estd bien definido, en el sentido de que puede ser siempre
obtenido un paso ti positivo (S.3).

La prueba del teorema se puede ver en [2].
4.2. Algoritmo de Kanzow
En esta seccion, damos con detalle una descripcion del algoritmo de Kanzow y la
prueba de que estd bien definido para cualquier problema de desigualdad variacional
VIP(X,F).
Algoritmo 4.2.
(S.0) Inicializacion
Eleccion de w’=(x",)° z)ER™P™ con z=0, 0=(0,1), B£(0,1), y=(0,1), >0, 5>0,
e=0, y k:=0.

(S.1) Estrategia del conjunto Activo

= mln{ ‘(I)(W )}

y definimos 7/ = {E C:S‘W’,‘ <4, }

Sea

donde S = {n +p+L.,n+p +m}



(S.2) (Fin del criterio)

Sea

definimos por
k : k k k k
h;, = mm{vjk’gjk }Y h; =¢85,

Donde J = 7 UPU(J -J,).Siendo I:={1,...,n}yP:={1 +1..,n+ p}.
Si Hhku < ¢, stop

(S.3) (Solucién del subproblema)

Seleccionamos HyEdd(w') y escribimos HkZ(H_"",k,H_'} ). Sea d’}k la unica

solucion del sistema lineal reducido
G2, ) 12+ pwon 1 )t =, (1)

(S.4) Condicion de seguridad de la factibilidad
Calculo de las direcciones de busqueda

_ Wk _ _ hk
d* = J, d¥ = Tk ’
[ d} ] g ( 4,

y definimos
T, =supfw' , +1dt , =0
= SUp YW, J-J, =

T, = min{l,fk})
(S.5) (Célculo de la nueva iterante)

Si W(w' +1,d") < yP(w') (13)
Entonces (paso rapido)

W= w1 d"

o (paso seguro)

calculamos = max%l‘l = 0’1s2a---}tal que

W +1,4,d") < (1- 07,22 )W (W) (14)

10



kel |k Tk
y w=w +1,d".

(S.6) Sea k<—k+1 eira(S.1)

Antes de analizar las propiedades del Algoritmo 4.2, vamos a hacer algunas
aclaraciones: Primeramente, el conjunto J; definido en el paso (S.1) es utilizado como
una aproximacion para el conjunto de condiciones activas:

= {'ES‘W; = 0}

La definicion de A* en el paso (S.2) juega un papel crucial en la definicion de la
direccion de busqueda d* del paso (S.4) y por tanto en el apartado del paso seguro
(S.5). En (S.2), esto s6lo se usa para terminar la iteracion. Finalizar el criterio serd
motivada por el lema 4.2.1 que nos dice que A=0 sélo si w* estd cercano al punto
estacionario.

La motivacion basica de considerar sistema lineal del paso (S.3) es usar la ecuacion
estandar de Newton

H,d = -®Ww")
para el operador @ y usando una regularizacion tipo Levengerg-Marquardt de este
(H{H, + p(¥W))Dd = -H O(w") = -g", (15)

El sistema (1) puede ser ahora derivado de (15) teniendo en cuenta que J; es una
aproximacion de Jx.

La principal idea del paso (S.4) es calcular el paso mas grande que garantice que la
siguiente iterante w* ="’ )"’ 2!} también satisfagan la condicion de factibilidad

722 0. Notese que el Valor de T, €s siempre positivo puesto que W) ;>0 para todo

JE€J -J,, yque esto es una simple expresion para T, , a saber

T, —mm{ min {w ‘d %

JEI-J, ‘d’ <0

En el paso (S.5), utilizamos las dos direcciones de busqueda d* y 4% calculadas en el
paso anterior. Notese, sin embargo, que a veces no hay una gran diferencia entre estas
dos direcciones; ambas dependen de la solucion d ;, del sistema lineal (12) y, en efecto,

.. .k k .
coinciden completamente si w ;= &, para todo jEJ, . En general, no obstante, estos dos

vectores son diferentes para cada componente jEJ, y esta diferencia es esencial en

nuestro analisis de la convergencia del algoritmo 4.2. La direccion d* se usa para probar
la convergencia local bajo la condicion de regularidad fuerte de Robinson. Esto
garantizara la convergencia global al punto estacionario.

11



Iniciamos el analisis del algoritmo 4.2. Siempre supondremos implicitamente que el
parametro € en el algoritmo 4.2 es igual a cero, y que el algoritmo no termina después

de un numero finito de iteraciones. Esto es una suposicion razonable puesto que el

resultado siguiente prueba que el iterante w'=(x")*z") estara alrededor de un punto

estacionario de (95).
Lema 4.2.1.- Sea w'=(x" )/ Z€R""*" con zX=0 un punto arbitrario. Entonces las
siguientes propiedades son equivalentes

a) w' es un punto estacionario de (5)
b) (g9 =0
c) h=0

Lema 4.2.2.- Sea w'=(x" " ) @®"*»*" con 2= 0 un punto arbitrario. Entonces
\%A4 (wk jc? " <0.

Ademas, si w* no es un punto estacionario de (5), entonces
vt J d* <o.

Corolario 4.2.1. Sea wkZ(xk,yk,zk) ER"P" con Z'=0 un punto arbitrario, y
supongamos que w' no es un punto estacionario de (5). Entonces hay un / tal que la
longitud de paso ;= 8" satisfaga el test de la linea de busqueda (13) en el algoritmo 4.2.
Lema 4.2.3.- Sea wk=(xk,yk,zk) ENR"P con z* =0 un punto arbitrario, y supongamos
que w* no es un punto estacionario de (14). Entonces la iterante w*"/ puede ser calculada
por el algoritmo 4.2., y se cumple que Z1=0.

Las pruebas de estos lemas pueden ser examinadas en [7]
Puesto que la matriz del sistema lineal (12) esta definida positiva cuando w" no es una
solucion global de (5), podemos aplicar un argumento inductivo y resumir los resultados

previos en el siguiente

Teorema 4.2. - El algoritmo 4.2. estd bien definido y genera una sucesion
(W'} = xk,yk,zk) con z= 0 para todo k.

5. Convergencia de los algoritmos.

La convergencia del algoritmo de Facchinei viene garantizada por el siguiente teorema

2]

Teorema 5.1. Sea {w"} una sucesion finita generada por el Algoritmo 4.1, y sea w* un
punto de acumulaciéon de esta sucesion. Si w* es una BD-regular soluciéon del sistema
® (w) = 0, entonces las siguientes propiedades se cumplen

a) La sucesion {w'} converge a w*.

b) Existe un indice & tal que #=1 para todo k= k.
c) Larazdn de convergencia es Q-superlineal

12



d )La razén de convergencia es Q-cuadratica, cumpliéndose que
VF,V’h (jEJ),yV’g, (i€E)son localmente Lipschtzianas, y si

p(e )= 0w )

La convergencia del algoritmo de Kanzow viene dada por los siguientes resultados [7]

Teorema 5.2. Sea {w'} una sucesion generada por el Algoritmo 4.2.. Todo punto de
acumulacion de {w"} es un punto estacionario de (5)

Teorema 5.3.- Supongamos que w* es un KKT punto regular fuerte del VIP(XF), y
supongamos que w* es un punto de acumulacion de una sucesion {w*} generada por el
algoritmo 4.2. Entonces las siguientes propiedades se cumplen

a) La sucesiéon {w'} converge a w*

b) Finalmente, el algoritmo toma s6lo pasos rapidos

¢) Larazdén de convergencia es Q-superlineal

d )La razon de convergencia es Q-cuadratica si se cumple que

VF,V’h,(JEJ),yV’g, i€EI)son localmente Lipschtzianas, y si

plee )- 0wl )

6. Conclusiones

En este trabajo hemos llegado a la conclusion que ambos algoritmos llegan a las mismas
razones de convergencia tanto superlineal como cuadraticamente. Las soluciones del
problema general de desigualdades variacionales usando métodos tipo-Newton tienen
un numero considerable de propiedades. El hecho de que estos métodos resuelvan
sistemas de ecuaciones lineales en cada iteracion es también aplicable a problemas de
amplia-escala que frecuentemente aparecen para la discretizacion de problemas
continuos.

La relacion existente entre problemas de desigualdades variacionales y problemas de
complementariedad y complementariedad mixta hace que es posible utilizar estos
algoritmos para esta clase de problemas. Sin embargo debido a la estructura especial de
estos problemas, seria mas conveniente usar cualquier método de multiplicadores de
Lagrange.

La sencillez de los métodos del conjunto activo hace que nos inclinemos por el segundo
algoritmo puesto que la literatura existente es mucho mas amplia y el nimero de
implementaciones existente de estos métodos nos permite una aplicacion mas efectiva.
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