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SOBRE EL CALCULO ITO A LO LARGO DE UNA
TRAYECTORIA

1. NOCIONES BASICAS.

Operamos sobre un espacio de probabilidad (Q,F ,P) con un espacio de los estados
finito Q = {ul yeees OO } Consideramos un numero finito de fechas de negociacion
t= 0,1,...,N, donde t=N, frecuentemente, corresponde al vencimiento del contrato del
derivado en consideracion. Utilizamos una filtracion {Fn }, n = 0,1,..N para modelar la
corriente de informacién a lo largo del tiempo: un suceso AEF, si los agentes de

nuestro modelo pueden decidir, en base a la informacion disponible para ellos en t = n,
si ha acaecido o no el suceso A.

Respecto a los activos: consideramos dos en nuestro modelo, una cuenta mercado
monetario (u.m) sin riesgo con el proceso precio $° y un titulo con riesgo S'. Ninguno
de estos activos paga dividendos entre t=0 y t=N. Operamos con un tanto de interés

determinista anual r tal que S° = (1+7)". El factor de descuento viene dado por
d, =(1+r)™". El proceso precios de titulos actualizado viene dado por §,11 :=d S);el

precio actualizado de la cuenta monetaria, evidentemente, es igual a S, = 1. Suponemos
que el proceso precio de titulos es adaptado a {Fn } Nos referiremos en lo sucesivo al
espacio de probabilidad filtrado {Q,F , P}, {Fn }, conjunto de fechas de negociacion y los

procesos de precios §° y §! juntos, como modelo de mercado de titulos M.
Respecto a las estrategias de negociacion: en nuestro modelo se les permite a los
inversores formar carteras dindmicas de titulos y cuentas monetarias. Formalmente, una

estrategia de negociacion (o estrategia de cartera dindmica) es un proceso estocastico

(una sucesion de variables aleatorias) ¢=(¢f,¢;),n=l,...,N con la siguiente
interpretacion econdmica: ¢’ y ¢! representan, respectivamente, el numero de

unidades monetarias y numero de acciones del titulo que el inversor selecciona para su
cartera en t=n-1 y posee hasta el momento t=n inclusive. Para captar la realidad
economica, la estrategia de negociacion debe ser no-anticipadora, es decir, para decidir

respecto a ¢, en el momento t=n-1 el inversor solamente tiene a su disposicion la
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informacién contenida en F,_, - tal como el precio del titulo S| - y no la informacion

contenida en F

no

lo que se formaliza de la siguiente forma:
Dado un modelo de mercado de titulos .
¢! son F,_ medibles para n=1,...N, es decir, si ¢ es un proceso predecible.
b) El valor de la estrategia ¢ en el momento t=n es igual a
V.=V, (0)=¢°S"+¢!S'; el valor actualizado viene dado por
V.=dJV,=9,+9,5,.
c) Una estrategia admisible se denomina autofinanciadora si para todo n=1,...,N
V,0)=015) +9,S, = 4,5, + .., (1.1)
Por otra parte, una estrategia admisible ¢ es autofinanciadora si y solamente si

(si1) para todo n=1,...N se verifica
V,0)=v,0)+ 20060 -0} (6 -50) (1.2)
7= g

El valor de una estrategia autofinanciadora consta de la inversion inicial ¥ y las

ganancias (o pérdidas) de la negociacion del titulo y de la cuenta monetaria.
Una estrategia admisible es autofinanciadora si y solamente si (sii) se verifica

para todo n=1,...,N

7.6)-7,0)+ 30161 -51) (1)

Variacion cuadratica

Denotamos por T el momento que representa el punto final en el que termina
nuestro modelo. Para definir la variacidon primera y la variacion cuadratica recordemos
la nocion de particién del intervalo [0, T ].

Una particién T de [0, T ] es un conjunto de puntos t,=0<t <..<t, = T .El

didmetro de esta particion viene dado por [F|*=SUP ., [f; —1

i}
Consideremos una funciéon X:[0, 7 ]— R . La “variacion primera” de X sobre

[0, T ] se define como
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Var(X):=sup{E|X(ti )-X (., ), T unaparticion de [0, 7] }€[0, ©) (1.4)

Si Var(X)<e, se dice que la variacion es finita (acotada).

Observaciones respecto a la notacidén

1) Denotamos por Var(f) la “variacion primera” de una funcion f, mientras que
var(Y), denota la “varianza” de una variable aleatoria Y.

2) Siempre que una formula de sumatorio tal como la (1.4) contenga el indice ¢_
indica que el correspondiente sumando es igual a cero.
Para definir la “variacién cuadratica”, consideremos una funcion X:[0, T ]— R

y una sucesiéon 7, de particiones de [0, T ] tal que ff,, — 0 cuando n — ©. Definimos

para t€[0, T ] la “Variacién cuadratica” de X a lo largo de la particion T, mediante

sz (X;Tn ):= E [X(ti )_ X(ti—l )]Z .

t€r, it <t
Suponiendo que para todo t€[0, T ] existe el limite (X) :=lim v2(X;t,) v que
la funcién t— <X>t es continua, en tal caso, se dice que X admite la variacion
cuadrética continua (X),-

En principio (X >t podria depender de la sucesion T, . Sin embargo, nosotros

estamos principalmente interesados en el caso en que X es una trayectoria muestral de

una semimartingala continua tal como el movimiento Browniano. Se puede demostrar

que, en este caso, (X >, es independiente de la sucesion de particiones utilizada en su

definicion. Evidentemente, (X >t es creciente respecto a t y de variacion finita.

2. EL CALCULO ITO A LO LARGO DE UNA TRAYECTORIA MUESTRAL.
2.1 Justificacion
Consideremos una funcion f:R — R continuamente diferenciable una vez (f es
C") con derivada f y una funcion X(C'):®{* — % con derivada X :=§—X(t) . El
t

teorema fundamental del calculo integral nos dice
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XOHIXO)] = ['[X () W )ds = [ 1'(x,)aX, 2.1)

Se puede obtener una expresion analoga para la diferencia f(X ,)-f(X,) si X no

es C', sino solamente continua y de variacion acotada:

Proposicion 2.1: Consideramos una funciéon continua X: [0, T]—= R, que es de

variacion finita y una funcién f(C'): 0 — R con derivada f ". Sea T, una sucesion de

particiones de [0, T ] con limfr,| = 0. Entonces existe

lim » /(X )X, - X, )= [/"(X,)dX, (2.2)

€r, 1<t

i no

y ademas, tenemos la regla del cambio de variable
S(X) = f(Xo)+ [f1(X,)dX, (2.3)
0

La proposicion 2.1 es un caso especial de la formula It siguiente:

2.2 Formula de 1t6.

Aqui vamos a deducir la formula de It6 que en la bibliografia de financiera la
denominan Lema de Itd, que generaliza la regla de la cadena (2.3) para funciones de
variacion primera infinita, pero variacion cuadratica finita. Nuestra exposicion se basa
en el llamado “Célculo It6 a lo largo de una trayectoria”. Este enfoque nos permite una
deduccion elemental y relativamente simple de la mayor parte de los resultados del
calculo estocastico que se necesitan para el modelo de valoracion de opciones Black-
Scholes sin tener que desarrollar toda la teoria de la integracion estocastica. En lo que

sigue, consideramos una funcién continua X:[0, 7 ]— R que admite una variacion

cuadratica continua,(X >,, lo cual se verifica para trayectorias del movimiento

Browniano. En general, se puede demostrar que las trayectorias muestrales de toda

semimartingala continua admiten una variacion cuadratica continua.

t

Cuando (X)), es creciente respecto a t, la integral r)d(X ) esta definida
g ;
0

para toda funcion continua g:[0, T ]—= N en el “sentido Riemann” normal; cuando

(X >t es continua, esta integral es, ademas, una funcion continua del limite superior t.

Ahora podemos establecer:
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-La formula de 1t6:

Dada una funcidn continua X:[0, 7 ]— % , con variacion cuadratica continua

(X >t y denotando por F: R — M una funcién dos veces continuamente diferenciable.

Entonces, tenemos para t< 7

t t
F(X,)=F(X,)+ fF‘(Xr YdX, + % fF"(Xr )d(X) (2.4)
0 0
t
Donde fF'(Xr YdX , = lim EF'(XI_ WX, - X, ) (2.5)
0 e t,€x,t;st ' ' -
Observaciones:

1) La existencia del limite de (2.5) se muestra en la demostracion de la formula de

t
It6. La integral f F'(X,)dX, se denomina integral It6; es una funcion continua
0

del limite superior t como consecuencia inmediata de la (2.4).

2) El caso clésico de la proposicion (2.1), donde X es de variacion acotada, es un

caso especial de la formula de It6. Si (X >, no es cero, el “término correccion”
t

adicional %fF"(Xr )d(X)r forma parte de la formula de la diferencial
0

F(X,)-F(X,). Veremos que este término es de importancia crucial para la

mayor parte de los resultados en la financiera tiempo-continuo.
3) Observemos que las sumas utilizadas al definir la integral de It son no-

anticipadoras, es decir, el integrando F"'(X,) se valora en limite izquierdo del
intervalo [ti_l, t, ]; veremos posteriormente que esto hace que la Integral It6 sea el

instrumento idoneo para modelar las ganancias de la negociacion.
4 )La formula (2.4) se expresa de forma simple:
' 1 "
dF(X,)=F'(X,)dX, + EF (X)d(X), .
5) Es posible generalizar el teorema de la formula de It6 para el caso en que X
tenga trayectorias muestrales discontinuas [ver Protter(1992)].

Lema : Para toda funcion continua g:[0, T]— R , se verifica:
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lim 3 g(t.)0X, - X, )" = [2()d(X), (2.6)

€r, 1<t

3. PROPIEDADES DE LA INTEGRAL ITO

3.1 Variacion cuadratica.

En esta seccion consideramos una funcion continua X(t) con variaciéon

cuadratica continua (X >t )

Proposicién 3.1: Sea FEC'(R); entonces la funciéon ¢ — F(X,) tiene la variacion

cuadratica f(F'(X, N?d(X) .
0
Corolario 3.1: Para f€C'(R) la integral It6:= f f(X,)dX, esta definida, su variacion
0

t
cuadratica es igual a (7), =ff2(Xr )d(X) .
0

3.2 Propiedad martingala de la integral Ito.

Hasta ahora solamente hemos utilizado propiedades analiticas de la funcién X,
tal como el hecho de que X admitia una variacion cuadratica continua en nuestro
analisis de la integral It6. Si X(t) es la trayectoria muestral de un proceso estocastico tal
como el movimiento Browniano, podemos estudiar propiedades probabilistas de los

procesos .

t
I, (w) = f f(X,(w))dX,(w) . En particular, podemos considerar el caso en que nuestro
0

integrador sea una martingala.

Si M es una martingala con trayectorias de variacion cuadratica continua y f

t
una funcién C', podemos esperar que la integral It6 7, := f f(M,)dM, conserve la
0

propiedad martingala de M | cuando I, esta definida como limite de sumas no-
anticipadoras, /, = lim /" con /; = Ef(M,,_l M, -M, ).

L€, st
La propiedad martingala de la " es una variacion de la ganancia que “no se puede
obtener mediante apuestas en una martingala”, argumento utilizado ya en nuestra
demostracion de que las ganancias actualizadas de la negociacién de una estrategia

autofinanciadora admisible es una martingala segun una medida martingala equivalente.
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Desafortunadamente, surgen ciertos problemas con respecto a la integrabilidad cuando
se pasa de las sumas aproximadoras al limite, de tal forma que s6lo aproximadamente el
resultado es verdadero. Para establecer este resultado necesitamos la nociéon de

martingala local.

Definicion.
Un proceso estocastico M se denomina “martingala local” si hay tiempo de

parada 7, =...< 7T, =... tales que
(1) im7,(w) =%, Vn
(2) (M, ,,), esuna martingala para todo n.

Generalmente, toda martingala es una martingala local. El reciproco no es cierto.

Teorema

Consideramos una martingala local M con trayectorias continuas y de variacion
cuadrdtica continua (M), 'y una funcién fECl[ER]. Entonces,

t
[, (w) = f f(M,(w)dM ,(w) es una martingala local.
0

Si f estd definida solamente sobre un subconjunto GC N, el proceso
f f(M,)dM, se puede definir hasta el momento de parada 7 =inf.{t>0, M, &G } y es
0

una martingala local hasta 7 .
En las aplicaciones, frecuentemente se necesita decidir si una martingala local
M es efectivamente una martingala completa.

La proposicion siguiente nos proporciona un criterio util.

Proposicion.

Sea M una martingala local con trayectorias continuas. Entonces, son

equivalentes las dos afirmaciones:

1) M es una martingala completa y EM})<ew V=20,
2) E(M )< V1.
Si se verifica la 1) o la 2), tenemos: E(M}) = E(<M>t)-

Demostraciones en Protter (1992).



G. Villalén, J., Mtz. Barbeito, J. XV Reunion Asepelt Espafia

Nota

El proceso siguiente es un ejemplo de martingala local que no es una martingala

completa. Consideremos un movimiento Browniano tridimensional W, = (W,l, w2 w} )
con W, = (LL1) y definimos

1 1

M, ==
W Jor)y: « ) + o}

Entonces, M es una martingala local, lo cual se puede comprobar utilizando la
formula It6 en dimensiones superiores, pero no es una martingala completa (ver Protter
(1992)).

La proposicidon siguiente nos muestra que las martingalas interesantes con

trayectorias continuas son necesariamente de variacion infinita.

Proposicién

Consideremos una martingala local M con trayectorias continuas de variacion

cuadratica cero, es decir, con (M (60)>[ =0 casi seguramente. Entonces las trayectorias

de M son constantes, es decir, M , =M, , casi seguramente.

Corolario.
Sea M una martingala local con trayectorias continuas de variacion finita.

Entonces, M, = M, casi seguramente.

Nota: Si las trayectorias de M son discontinuas, no se verifica la conclusion del
corolario.

Para terminar esta seccion damos una definicion formal de semimartingala.
Definicion.

Un proceso estocastico X de la forma X, =M, + 4, donde M es una

martingala local y 4 un proceso adaptado con trayectorias continuas por la izquierda de
variacion acotada, se denomina semimartingala; M se denomina parte martingala de

X'y 4 la parte de variacién finita.

Nota:
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1) Observemos que la continuidad por la izquierda de 4 implica que el valor de 4,
se puede predecir de los valores de A, para r<T.
2) La descomposicion de X en parte martingala y parte de variaciéon acotada es

unica. Ademas, se puede demostrar que si X es continua, M vy, por tanto, 4,
también deben ser continuas.

3) En la teoria general de semimartingalas, generalmente se toma 4 que sea
predecible; este es un requisito menos estricto, pero mas abstracto, requisito que

supone A es adaptado y continua por la izquierda.
4. COVARIACION Y FORMULA DE ITO p-DIMENSIONAL.

4.1 Covariacion

Fijada una sucesion 7, de particiones de [0, 7] con 7, — 0 y funciones
continuas X,Y que admiten una variacion cuadratica continua (X), y (Y), alo largo de
la sucesion 7, .

Definicion.
Supongamos que para todo tE[0,T ], existe el limite siguiente:

lim E(th - X, ), =Y, ) =(X,Y)

n—oo

t,Er, t; st

Entonces, (X,Y), se denomina covariacién de X e Y.

Teorema.
(X,Y), existe si existe (X +¥),; en tal caso, tenemos la también llamada

identidad-polarizacion

(x,7), = %((X+Y>t ~(x) -(¥)) 4.1)

Observemos que (X Y >t es de variacion acotada cuando lo es la diferencia de

funciones monoétonas. Utilizaremos la identidad de polarizacidon para calcular la

covariacion para algunos ejemplos importantes:
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1)

2)

3)

Si X es una funcién continua con variacion cuadratica continua (X >t y A una

funcion continua de varicion acotada, se verifica que (X + 4) = (X) 'y, por

tanto, (X,A>t =0.

Consideremos dos movimientos Brownianos independientes B',B* en nuestro
. .. 1 2 —

espacio de probabilidad (Q,F ,P). Entonces, <B (a)),B (a))>l =0. Para probar

esta afirmaciéon tenemos que calcular <B1 + B’ >t. Basta observar que

1 2 ., .. . . C ey,
(Bt + B, )/«/5 es también un movimiento Browniano y tiene variacion

cuadratica igual a t. Por tanto,
1 )= 1
Lz em), ~(5), - (52), o 2t-1-1)=0

Consideremos una funcion continua X con variacion cuadrética continua 'y f'y

t t
g funciones C'. Definimos Y, :=ff(Xr X, y Z, :=fg(Xr YiX . . Entonces,
0 0

t
= f 7(x )e(x, )d(X >r . Esto se deduce de la identidad de polarizacion y
0

del célculo siguiente'
(v+2), f(f+g)z(X Y(x) = (1) +sz(X X, J(x),

El ejemplo 3) es un caso especial de la regla mas general para las integrales Ito.

4.2 La formula-Itd p -dimensional.

Teorema.

Dadas funciones continuas X=(X1,...,X” ):[O,T]—>5R con covariacion

continua

(e x) - (X*) k=1

’ /(X +X') )k#l

y una funcion continua dos veces diferenciable f - {7 — R .

Entonces

10
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XX

FOC)=F () S r(r Jax+ 5 S T

l/lo

2

o . oF
Utilizando la notaciéon: — por F_ y
ox; ' 0x,0x ;

1

por F la férmula p-

XX >

dimensional de It6 se puede escribir de forma sencilla:

dF(X,)= iF (x, ux: +—EF” (X i {xi,x7)

tjl

Formula producto de It6.

Dadas X,Y con variacidon cuadratica continua (X >t,<Y >t y la covariacion

(X.Y),. Entonces,

t t
XY =X, + erdYr + fYrer +(X,Y) .
0 0
La formula producto de It6 se puede expresar de forma sencilla:

d(XY), = X,dY, +Y,dX, +d(X,Y),

-Férmula It6 para funciones dependientes del tiempo.

Dadas una funcién continua X con variacion cuadratica continua (X >t y una funcién

F (t,x), que es una vez diferenciable continua respecto a t y dos veces diferenciable

continua respecto a x. Entonces,

F(t,X,)= F(OX)+fF(rX)dr+fF(rX)dX +—f F.(r.Xx, H(X) .

A continuacion, consideramos varias aplicaciones de la formula It6 P -dimensional.

1) Movimiento Browniano Geométrico.

Dados un movimiento Browniano W, su valor inicial §; >0 y las constantes

1,0 con o > 0, definimos el movimiento Browniano geométrico S mediante

S, =S5, exp

1
oW, +(u—502)t

11
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El movimiento Browniano geométrico serd nuestro modelo asociado a la

fluctuacion de los precios del activo. Utilizando la férmula 1t6 deducimos una expresion

1
mas intuitiva para la dindmica de §. Definimos X, :=0B, y Y, = (u—zoz)t y

observemos que <X>t =o'ty <Y>t = (X, Y>t =0. Sea F(x,y):= S, exp(x + y) tal que

F.=F, =F, =F. Pordefinicion, S, =F(Xt,Yt)yobtenemos
t t lt
= F\X ,Y X FWX . Y WY + —[F(X .Y (X
St SO +{ ( ro ry r +{ ( ro rﬁ r+2{ ( ro Vy( >r
t t 1 lt
=S, +(F(X .Y JodB +(F(X ,Y )u-—o’|dr+=—(F(X .Y b’d 4.2
O*:{(r’ rb r+{(r r(lu 20)r+2{(/ )b r ( )

=S, +j"US,dB,, +j'uS,,dr
0 0

Mediante la notacion abreviada, la ecuacion resuelta en S podemos escribirla
t

como dS, = uS,dt +0S,dB,. Para y =( obtenemos S, =S, +fGS,dBr , que es una
0

martingala local.
5. EL MODELO DE VALORACION DE OPCIONES BLACK-SCHOLES.

Ahora vamos a estudiar la valoracion y cobertura de derivados mediante el

modelo clasico de Black-Scholes.

5.1 Dinamica de los precios de los activos.

Como en el trabajo clasico de Black y Scholes (1973), consideramos un mercado
con dos activos, uno con riesgo que no paga dividendos y uno sin riesgo. El precio del

titulo en el momento t se denota S,l, el saldo de la cuenta monetaria por SIO. Para
simplificar, operamos con un tanto de interés instantaneo determinista r, tal que

S? = exp(rt)- Ahora, buscamos modelos apropiados para la dinamica del precio del

titulo. Como de costumbre, operamos sobre un espacio de probabilidad filtrado

12
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(Q, F ,P), {E} dotado de un movimiento Browniano estandar W, que representa la
incertidumbre en nuestro mercado.

Bachelier (1900) propuso, en su tesis doctoral “Theorie de la Spéculation”
(1900), modelar los precios del activo mediante un movimiento Browniano aritmético,

. 1 .

es decir, propuso el modelo S, =S, + 0W, + ut para constantes u,o > 0. Ahora bien,
. . . . - . . . . 1

el movimiento Browniano aritmético tiene un gran inconveniente: cuando S, se

distribuye NS, + u,,0°t), el precio del activo puede llegar a ser negativo con
Yy 0o T YU, p

probabilidad positiva, lo cual no es correcto debido a que los precios de los titulos en el
mundo real son siempre no negativos, ya que la responsabilidad de los accionistas es
limitada.

Samuelson (1965) sugirié reemplazar el movimiento Browniano aritmético por

el movimiento Browniano geométrico.
1 0 1 2
S, =85, exp(aVK +(u—50 )t) (5.1)

Sabemos de la (4.2) que este modelo satisface la ecuacion diferencial estocastica

(EDE)
ds! = uS!dt+oS'W,

El movimiento Browniano geométrico, frecuentemente denominado modelo
Black.Scholes, se utiliza ampliamente hoy dia como modelo de referencia tanto en la
teoria de la valoracion de opciones como en la teoria de la optimizacion de la cartera.
Por tanto, adoptamos este modelo como modelo de la dindmica del precio del titulo.

El modelo (5.1) implica que los log-rendimientos

ln(gzlm )_ ln(Stl )= U(VVHh -w, )+ (M - %02 )h

1 . .
estan distribuidos N [( u— 502 )h,ozh ; en particular, la volatilidad O es la varianza

instantanea de los log.rendimientos. Ademas, segun la (5.1), los log-rendimientos no

solapados a lo largo del tiempo son estocasticamente independientes.

13
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Hay cantidad de consideraciones tedricas y practicas que hacen atractivo el

movimiento Browniano geométrico como modelo asociado a la dinamica del precio de

los titulos:

El movimiento Browniano geométrico se adapta razonablemente bien a los datos
de los precios de los titulos, incluso si la adaptacion (ajuste) esta lejos de ser
perfecta. Véase Embrechts, Frey y Furrer (1999).

El movimiento Browniano geométrico tiene en cuenta las formulas de
valoracion explicitas para una clase de derivados lo suficientemente amplia.

El modelo Black-Scholes es completamente adecuado como modelo para la
cobertura de derivados: si la dinamica del precio del activo “no es demasiado
diferente del movimiento Browniano geométrico”, las estrategias de cobertura
calculadas mediante el modelo Black-Scholes se comportan razonablemente

bien.

Hay también algunas consideraciones tedricas posibles a favor del modelo Black-

Scholes:

El modelo va de acuerdo con las hipotesis del mercado eficiente. Ademas, hay
modelos econdmicos que mantienen que el modelo Black-Scholes se puede
establecer como modelo para el equilibrio econdémico; por ejemplo, para un
modelo basado en el concepto de equilibrio temporal. Folmer y Schweizer
(1993).

El modelo de Black-Scholes es un modelo completo y libre de arbitraje que

valora derivados de forma directa desde un punto de vista conceptual.

5.2 Valoracion v cobertura del valor final de las reclamaciones

Consideremos una obligacion (derecho, indemnizacion) aleatoria, con fecha de

vencimiento T y pago (indemnizacion) H. Queremos obtener una estrategia de

negociacion dindmica que reproduzca la reclamacion; tal estrategia se puede utilizar con

el propdsito de valoracidon y cobertura. Se puede demostrar que en el contexto del

modelo de Black-Scholes existe una estrategia para cada reclamaciéon cuyo pago es

medible con respecto a la informacion generada por el precio del titulo. Sin embargo, tal

resultado requiere la nocion de la integral estocastica de Itd, f E dS' , para procesos
0 r r
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predecibles generales £ que no tenemos a nuestra disposicion. Por tanto, restringimos
nuestro analisis a los llamados reclamaciones de valor final cuyo pago es de la
forma H = h(S;).

Para estas indemnizaciones se puede encontrar estrategias de cobertura que son

funciones del tiempo y del precio actual del titulo, véase Bingham, Kiesel (1998) o

Karatzas Shreve (1998).

5.2.1 Nociones basicas

Una estrategia de negociacion de Markov viene dada por un

par[(p(t,S ) In(,s )]de funciones suaves. Aqui (pQ‘,S,1 )y r,Q‘,St1 ) modelan el niimero de

titulos y cuenta monetaria respectivamente en la cartera en el momento t. El valor en el

momento t de esta estrategia viene dado por

v(,s) =S o5 )+ ks K

Observemos que la estrategia se puede describir alternativamente especificando

(p(t,S ) y V(¢,S) ; la situacion en la cuenta monetaria viene dada por

n(.s°)=7@8)-Spt.9)] s°
Por otra parte, para motivar las definiciones siguientes, introducimos

aproximaciones constantes a lo largo de una trayectoria para nuestras estrategias de

valoracion. Consideremos una sucesion de particiones 7, con |t, | =0 y definamos

o= Sobs, w0 62

LET, 5t st

n[n (w) = E’IE,’_DS;H (W)] l(t,,l’t, ](t) (5.3)

tLEer, =<t
y V" =¢'S +n’S’. Entonces, esta estrategia constante a lo largo de una trayectoria es

autofinanciadora siy solamente si se verifica para todo ¢, €7,

V=1t donde G = S, -5, )en 6, -5, ]

1=js=i

Ahora, recordemos que , por definicion, de la integral Itd G converge hacia
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f ¢(r,S))dS! + j; n(r,S ! )JS,,O . Por tanto, se puede establecer la siguiente definicion.

Definicién

Dada una estrategia [ (pQ,S: ), nQ,S}) ] inducida por funciones suaves
o.n:[0,TkR* - R
a) Las ganancias de negociacion de esta estrategia vienen dadas por:
G, = [9(-5))ds} + [n.S! Jis!
b) La estrategia es autofinanciadora, si
V(t,S)=V(0,5,)+G, paratodo t=T

¢) Consideremos un valor de una indemnizacion con pago 4(S;).

Una estrategia autofinanciadora es una estrategia reproductora de una
indemnizacion si V(T,S) = h(S) para todo S > 0 ; en cuyo caso V(,S') es el

precio equitativo de la indemnizacion (obligacion) en el momento t.

5.2.2 La ecuacion de valoracion para el valor final de las indemnizaciones

Ahora, deducimos una ecuacion diferencial parcial (EDP) para el valor de la

estrategia reproductora.

Teorema

Sea V: [0,7T ]x R* — _ una funcién continua solucion de la EDP.

m(t,s)+%0252V5S .8)+ sV, (. 8) =7 (.51 5)efo. Tk r* (5.4)

Entonces, la estrategia cobertura con posesion-titulo q)(t,S )= Ve (t,8)y valor
V,(t,S)es autofinanciadora. Si V satisface ademas la condicion final v(r,s)=h(S;),
la estrategia reproduce el valor final de la indemnizaciéon con pago h(ST) y el precio

equitativo en el momento t de la reclamacion es igual a (¢, §)).
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5.3 La Formula Black-Scholes

- Para una opcion call Europea, tenemos 4(S) = (S -k)" . El problema del valor

final correspondiente generalmente se resuelve reduciendo la EDP (5.4) a la “ecuacion
de calor”. Disenamos la solucion de por si importante también para llevar a cabo

esquemas numéricos para resolver la EDP de valoracion.
. 2 1 2
- Definimos r(t)= o (T - t) y z(¢,S)=InS - (r + 50 T -1)
Denotamos por U(0,z): [O,T ]x _— _ lasolucion de la ecuacion del calor

U, = %U ,, con la condicion inicial U(0,z) = (e —k)* .Entonces,

C(t,8)=e" " ufe(t)z(,5)] es solucion del problema valor final para el precio de
una call Europea.

En efecto, tenemos C(T,8)=u(x(T)z(T,S)) =u(0,InS)=(S -k )

aa_c =" (ru-o’u, + (%o2 +7)u)
t
% Ty 1/,
P
2
"’Sf =T U, (1/8) —u_(1/S)
5

Introduciendo estas expresiones en la EDP (5.4) se obtiene el resultado.

Sabemos que la solucion # de la ecuacion-calor con la condicién inicial u(0,z)= u, (z)

es igual a

u(t,z) = #ﬂﬁ; U,(z+ X\/‘;)e_xz/zdx
Ver: Wilmott, Dewynne y Howison (1993)
Teorema

El precio no-arbitraje de una call Europea con precio ejercicio K y vencimiento T en

el modelo de Black-Scholes con volatilidad O y tanto de interés r viene dado por

Cy(t,8;0,7,k,T):=SN(d,)-e""""KN(d,)
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y d,=d, —oNT -t

donde d, =

ln%)— (r+ ;oz)(T -1)
15

T—-t

. d :
La correspondiente cartera-cobertura consta de EC »s = N(d,) unidades del

activo con riesgo y [CBS (t,8)-N(d))S)/e" = e"TKN(dz)] unidades monetarias.

4. Aplicacion de la formula: estimacion de la volatilidad

Ahora, consideramos algunas observaciones respecto a posibles enfoques para
determinar la volatilidad o . Como la volatilidad no es directamente observable - en
contraste con los otros parametros de la formula Black-Scholes — encontrar un “buen”
valor de O es la parte mas problematica para aplicar la formula de Black-Scholes. El
hecho de que en el mercado real la volatilidad frecuentemente no es constante pero
tiende a fluctuar de forma mas bien impredecible, hace que la cuestion sea mas dificil.
La naturaleza estocastica de la volatilidad ha dado origen al desarrollo de los modelos

de valoracion estocastica. Hay dos enfoques para determinar O .

1)Volatilidad histérica

Esta solucion estd basada en consideraciones estadisticas.

Recordemos que, segtin la (4.2), los log - rendimientos en periodos no solapados de
1

longitud A son independientes y se distribuyen N [(H —59 A0 ZA} . Dados los

precios de los activos en los momentos ¢, ,i=1,..,Ncon ¢ —t,_, =A (por ejemplo,

rendimientos diarios) definimos ¥, =InS, -InS, .

El estimador estandar de los estadisticos elementales de 0, , la volatilidad de los

log — rendimientos en el periodo de tiempo A, viene dado por

1 N 1/2 Y 1 N
A I __2 =_ Y
G, _[N—l,-= (Y, -Y) l , donde N; j

La volatilidad historica estimada viene dada por Oiq =04/ A

2) Volatilidad implicita
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La idea subyacente del concepto de la volatilidad implicita es el uso de los
precios observados de los derivados negociados para encontrar la “prediccion del
mercado” para la volatilidad del titulo. Para explicar el concepto, consideremos el

ejemplo siguiente: supongamos que una opcion call con precio de ejercicio K y
vencimiento T se negocia en el momento t y en un precio del titulo dado (Stl ) para
un precio de C, . La volatilidad implicita &,,, viene dada por la solucion de la
ecuacion

CBS[Z’ (S‘tl )‘;O’\—impl’K’T] = C[*

Cuando C, es estrictamente creciente respecto a 0 existe una solucion tnica

de la ecuacion; generalmente se determina mediante procedimientos numéricos.
En la practica los especuladores tienden a utilizar una combinaciéon de ambas

soluciones, la volatilidad implicita es un concepto algo mas popular.

5.5 Riesgo del modelo en el modelo Black-Scholes

Ahora estudiamos las implicaciones de la misespecificacion de la volatilidad y
volatilidad estocastica para el comportamiento de las estrategias de cobertura. Vease El
Karoui, Jeanblane —Piqué and Shreve (1998) y Gibson (2000).

Supongamos que el precio del titulo sigue la ecuacion diferencial estocastica

(EDE)
ds! = uS)dt+0o,8!dw,
para cierta volatilidad o, (posiblemente estocastica). Para simplificar supongamos que

r=0. Consideremos un especulador que utiliza el modelo Black-Scholes con volatilidad
o para valorar y cubrir el valor final de la indemnizacidén y quien posee una cartera
autofinanciadora. Denotando por ;55 la solucion de la ecuacidon diferencial parcial

(EDP) del problema valor final para r=0, es decir,
P (1, 8)+ %(a*ySthBSS —0,  KS(T,8)=h(S) (5.6)

Suponemos que el especulador sigue el modelo Black-Scholes y posee 4 Q, S) )

acciones del titulo en el momento t. Si mantiene una cartera autofinanciadora, el valor

actual en T de su cartera es igual a
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Ve =V, +}h§S (t’Stl )iS:l
0

Definicion

El error de seguimiento de nuestra cobertura viene dado por e, = h(S r )— V.
Observemos que nuestra cobertura produce una pérdida si e, >0 y una ganancia si
e, < 0. Tenemos la siguiente expresion para el error de seguimiento.

Proposicion: El error de seguimiento es igual a
T
=266 -6 ) Jnstes))
0

roposicion muestra que el error de seguimiento es proporcional a
(7 (G TS el error de la estimacion para la volatilidad y para la media de la
“Gamma” hl Q, S! )a lo largo de la trayectoria futura del proceso precio-titulo.

Si hfSS(t,St1 )>O: pérdidas (ganancias) de la cobertura monetaria si
<o, ); si hi Q,St' )< 0: pérdidas (ganancias) monetarias, cobertura si

#
0,500,

* *
o,<0,\o, >0,

En efecto, cuando 4% (T, S )= h(S) de la Formula de Itd obtenemos:

WS, )= 0" (0,8,)+ [ b .5 s, j](hBS(rSl)iSl s—o(s hE(,s0))de

lo que implica que

L PRSI o) )
Por la EDP de Black-Scholes (5.6), tenemos

hS (¢, S)———(o YS hE(t,8) ; por tanto,

e =26 b2 -0 ) D2 s

Para terminar, diremos respecto a la integral estocastica de Itd que la referencia
original es el articulo de 1t6 (1944). Estos trabajos, cuyo precursor fue Wiener, se han
desarrollado enormemente después en el marco de una teoria general de los procesos
estocasticos, en particular, por Meyer (1976), Métivier et Pellaumail (1980) y
Dellacherie et Meyer (1978,1982).

El Lema de It6 se ha convertido en el “paso obligado” de todos los trabajos que
se refieran a la modelacion en tiempo continuo. En tanto el valor de un activo financiero
sea una funcion (suficientemente regular) de una o varias variables aleatorias, la

aplicacion de este Lema permite expresar el precio de este activo mediante ecuaciones
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diferenciales estocasticas que constituyen una prolongacion de los trabajos relativos a la
integral estocéstica. Nosotros hemos considerado el modelo de valoracion de opciones
de Black y Scholes. Ahora bien, conviene tener en cuenta que cuando los activos
presenten caracteristicas especificas, serd necesario recurrir a métodos numéricos de
valoracion.

Por otra parte, desde que Black-Scholes (1973) y —Merton (1973) publicaron sus
trabajos sobre las posibles aplicaciones del Calculo Estocéstico al campo econdémico-
financiero-actuarial, la idea de utilizar el calculo estocastico para modelar los precios de
los activos financieros se ha aceptado de forma general.

Tan es asi, que hay ahora un gran nimero de libros excelentes que pueden
utilizarse para completar las demostraciones de algunos temas que hemos tratado:

- Libros elementales, como el de Cox and Rubinstein (1985) o Jarrow and

Turnbull (1996); Hull (1997).

- Libros algo mas avanzados, como Lamberton and Lapeyre (1996), Bjork (1998).
- Libros de un nivel mas avanzado como son Musiela and Rutkowski (1997) y

Karatzas and Shreve (1998).

- Para ampliar los conocimientos sobre teoria de la valoracion de activos y

fundamento teodrico-econdmico se puede recomendar el libro de Duffie (1992) y

para la parte basica de teoria de la probabilidad, el libro de Williams (1991).
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