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RESUMEN

Planteado un juego dindmico en tiempo discreto, tratamos de abordar el problema
de la distribucion de agua entre dos agricultores que se abastecen de una misma fuente,
que no puede agotarse por razones medioambientales y se analizan los consumos que la

programacion dinamica proporciona a los jugadores al actuar en colusion.

Los consumos obtenidos son funciones de la cantidad de agua existente al inicio,
de los aportes durante el horizonte temporal y de los objetivos de consumo que cada
agricultor tiene durante los dos intervalos en que dividimos el periodo de riego y sera

necesario distribuirlos entre los dos jugadores.

Pueden considerarse distintas formas de distribucion; en este trabajo se considera
una en particular y, a partir de ella, se construye en nuevo juego estatico donde las
estrategias de los jugadores son los objetivos de consumo durante los intervalos en los
que se divide el horizonte temporal y las funciones de pago se definen a partir de los
valores que alcanzan los funcionales de los jugadores en el juego dindmico, siguiendo la
distribucion propuesta. El objetivo del trabajo es determinar si el juego estatico asi

construido admite un equilibrio de Nash en estrategias puras.
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1. INTRODUCCION

El agua es un recurso natural escaso imprescindible para la vida y para la
realizacion de numerosas actividades economicas, siendo la historia de la humanidad

testigo de que su gestion ha sido el germen de innumerables conflictos.

Una de sus utilidades es en usos agricolas, para el cultivo de productos en regadio
con una rentabilidad normalmente superior a otras producciones alternativas. El 40% de
la produccién mundial de alimentos se obtiene mediante cultivos en regadio; en Espafia el
sector agricola utiliza el 80% de los recursos hidricos totales, en Egipto se utiliza para la
produccidn agricola el 98% ( ver Sumpsi et al. (1998)); sin embargo, otros paises como

Malta, utilizan todos sus recursos para el abastecimiento de la poblacion.

Es evidente que la escasez de agua provoca situaciones de competencia entre
usuarios, problematica en la que se ven envueltos colectivos o personas que necesitan de
su abastecimiento, en zonas aridas de escasez real del recurso, para obtener sus
producciones. Este trabajo analiza el problema de la distribucién de agua entre dos
agricultores o dos comunidades de regantes que se abastecen de una misma fuente, que
no pueden agotar por razones medioambientales, planteando un juego dindmico en
tiempo discreto siguiendo el procedimiento ya utilizado por Levhari et al. (1980),
Kaitala et al. (1985), Jorgensen et al. (1990), Soto (1996) y Fernandez et al. (1999) para
resolver el problema de la distribucion de un recurso escaso obteniendo una estrategia de

equilibrio del juego.

La demanda del agua es funcion de las estaciones y el juego propuesto considera
un horizonte temporal de una campaia de riego para la cual, cada agricultor, y para cada
uno de los dos periodos en los que se divide el horizonte temporal del juego, desea
obtener un consumo de agua, de modo que para toda la campana de riego cada jugador
tiene como objetivo minimizar las desviaciones, tomadas cuadraticas, de sus consumos

periodicos reales respecto a sus necesidades.



Planteado el juego dinamico, siendo la cantidad de agua en la fuente la variable de
estado del problema, que se incrementa por los aportes que llegan a la fuente y
disminuye por los consumos de ambos jugadores, y supuesto conocido la cantidad de
agua en el momento inicial, podemos obtener distintas estrategias de equilibrio. Nuestro
analisis se centra en determinar qué consumos por periodo, proporciona una estrategia
de equilibrio del juego dindmico, si los dos agricultores deciden actuar en colusion con

objeto de aprovechar totalmente la disposicion de agua que entre los dos pueden obtener.

Para obtener estos consumos hemos optado por utilizar programaciéon dindmica,
que nos garantiza consistencia fuerte en el tiempo la solucién, propiedad que no tenemos
garantizada si utilizamos el principio del minimo. La solucién obtenida genera unos
consumos para la colusion y serd necesario arbitrar un sistema de distribucion entre los
jugadores para obtener los consumos reales. Son varias las posibilidades que pueden
considerarse, por ejemplo, no dar a cada agricultor un consumo inferior que el que podria

obtener si sigue un equilibrio feedback de Nash (Fernandez et al. (1999)).

En este trabajo, proponemos distribuir el agua obtenida por la colusion del
siguiente modo: si la cantidad de agua obtenida permite cubrir las necesidades de ambos
jugadores, el agua se distribuird cubriendo esas necesidades; en caso contrario, se
repartira en partes iguales. Después de obtener los resultados comprobamos que esta
distribucion respeta las restricciones impuestas en el juego dindmico para cada uno de los

jugadores.

Cualquier procedimiento de distribucién proporciona una valoracion de los
funcionales de los dos jugadores y estos resultados, pueden ser considerados para

construir y definir un nuevo juego.

En la definicion del juego dindmico algunas de las variables consideradas son
pardmetros, como los aportes a la fuente durante el periodo de riego, las necesidades de
consumo por parte de cada uno de los agricultores en los periodos en los que se divide la
campana de riego y la cantidad inicial de agua en la fuente, supuesto que ninguno de ellos

tiene capacidad de negociacion para modificar su limite de consumo impuesto para el



mantenimiento de la fuente. Tanto los aportes como la cantidad de agua en la fuente al
comienzo del desarrollo del juego, son parametros sobre los que los agricultores no
tienen capacidad de actuacion, la naturaleza parece ser el agente responsable de sus
valores. Sin embargo, sus deseos de consumo durante los periodos es una variable de

decision propia cuyos valores inciden sobre la valoracion de los dos funcionales.

Nuestro objetivo es ahora, plantear un juego estatico entre los dos agricultores. El
espacio de estrategias de cada uno de los jugadores se corresponderd con un subconjunto
de la recta real que recoja sus necesidades de consumo y las funciones de pago seran los
valores que alcanzan los funcionales del juego dindmico para la distribucion propuesta.
El propoésito es determinar si el nuevo juego admite equilibrio de Nash en estrategias

puras.

El trabajo esta dividido en secciones, en la segunda planteamos el juego dindmico
entre los dos agricultores; la seccion la tercera analiza la colusion y se determinan las
regiones de validez de cada una de las estrategias obtenidas asi como, el valor de los
funcionales objetivo de cada jugador seglin el criterio establecido para el reparto del
recurso. En la seccién cuarta se plantea un nuevo juego y se analiza si admite un

equilibrio de Nash no cooperativo.

2. PLANTEAMIENTO DEL JUEGO DINAMICO.

Designemos por ! el periodo temporal del juego durante el cual los dos

Pl | P2

agricultores, denotados por , comparten el agua de la fuente y por ¥ (®) el nivel

y
de agua, medido en unidades apropiadas, existente en la fuente al comienzo del periodo
! El parametro @ indica el porcentaje maximo de consumo permitido por la
Administracion para cada agricultor en cada periodo en que se divide la campafia de
riego. Cada agricultor dispondra de un consumo maximo por periodo, que dependera del

. , . 1 « ey
nivel de agua en la fuente, esto es, podrd consumir ax(t) con * < »: esta condicion

garantiza que la fuente no se agota y, por consiguiente, parte del agua puede dedicarse a

otros usos. Sean ¥ y V las necesidades de agua del agricultor Pl y P2 respectivamente

en el periodo (t’t + 1] y u(?) y Y() us consumos reales durante el mismo periodo.



Cada agricultor pretende adecuar los consumos a sus necesidades reales y, por

tanto, el problema a resolver para los jugadores Pl y P2 sera respectivamente:

nuz(ztl)a J, (u(t), v(t))= ;_g[u(t) —u] , sa:0s=u(t)=oax(t)
1_§ [v(t) - v] , s.a:0=wvt)=sax(t) .

min J, (u (t),v(t))=
) 2 &

Los consumos reales de los agricultores no pueden ser negativos y el nivel de
agua en la fuente variard en cada periodo en funcion de los aportes a la fuente y de los
consumos de los agricultores. La evolucion del agua en la fuente satisface
x(t+1)=x(#)+g-u(t)-v(t)  donde & es la cantidad de agua que se incorpora a la

fuente en el periodo (f L+ 1], que suponemos constante y conocida por los agricultores,

al igual que el nivel de agua al comienzo ¥(0) y los parametros &4 yV .

3. ANALISIS DE LA COLUSION.

Si los jugadores pretenden aprovechar todo el agua que entre los dos pueden

obtener de la fuente actuaran como un Unico jugador, y el problema a resolver sera:

T-1 2
min ;_E [u(t)+v(t)—u —v] , sa:0=su(t)+v(t)=2ax(t)
u(t)+v(t) ~ ’

conociendo que la evolucion del agua en la fuente sigue la ecuacion en diferencias

x@+D) =x(@)+g-ul®) =v0)  ¢on*(0) dado.

Observemos, que la solucion que nos debe proporcionar este planteamiento no
tiene por qué coincidir con las que obtendria un jugador cooperativo, pues éste
formularia un problema con un funcional objetivo combinacion convexa de los
funcionales objetivos de los dos jugadores, pero mantendria para el jugador cooperativo

las mismas restricciones que cada agricultor tiene sobre su consumo.

Para resolver el problema planteado, dividimos el horizonte temporal en dos

periodos y utilizamos programacion dindmica para que la solucion presente buenas

W(t,x{))

propiedades; en este caso hemos de considerar la funcion de valor en el



instante ¢ cuando la variable de estado vale x(¢) para =012 conW(2,x(2))=0 vy

resolver un primer problema:

W(,x(1)) = min ;_[u(l) +v()—u- v]Z sa:0sul)+v(l)=2ax1)
u()+v(l)

cuya solucion nos permite formular el siguiente problema para la primera etapa:

W(O.5(0) = min { ;_[u ©0) +W(0)—u —vF + (L, x(1)) } s.a: 0= u(0) +v(0) = 2cx(0),

que resuelto determina los consumos de la colusion.

Realizado el proceso, la solucion obtenida presenta cuatro posibilidades
caracterizadas por los consumos para el primero de los periodos en los que se ha
dividido el horizonte de planificacion de riego, por los consumos para el segundo periodo
y por las relaciones que tienen que verificar los pardmetros para que esos consumos sean

oOptimos.

En un caso, los consumos de la colusion tanto en el primer periodo como en el

segundo satisfacen “()+ V() =u+V Jyego en ambos periodos se proporciona un

consumo cuya suma coincide con la suma de los deseos de los dos agricultores en cada

periodo. Si llamamos * = ax(0) | 1a colusién obtiene estos consumos cuando

2x =max {4 +v, (1+20)(u +v) - Zag}

relaciones que delimitan una region paramétrica que denotaremos por A.

En un segundo caso, los consumos de la colusion vienen determinados por las
relaciones:
u+v(0)=2x u()+v(h)=u+v
luego, en el primer periodo la colusion obtiene la suma de las cotas superiores de los
consumos de los dos jugadores y en el segundo periodo la suma de las necesidades de

consumo. Para la optimalidad de estos consumos, los pardmetros tienen que satisfacer:

u+v-20
g s2x<u+v
I_za 9

condiciones que delimitan la region paramétrica B.



En un tercer caso, los consumos son #(0) +v(0) = 2x | para el primer periodo, y
u(l)+v(1)=20x(l) para el segundo, por tanto, en ambos periodos la colusion obtiene la
disponibilidad maxima que los agricultores tienen para sus consumos. Si en el primer
periodo consumen 2X , en el segundo periodo, la cantidad de agua que consumen sera
u(l)+v(1) =2((1 -2a)x +0g) . En este caso, los pardmetros tienen que satisfacer las
relaciones,

u+v-20g (1—2a)(u+v)+4a2g]
1-2a l+4a” -2a J ’

2x < min {

que delimitan una region que representamos por C.

En el ultimo caso, cuando los parametros satisfacen,

(1-2a)(u+v)+4a’g
(1+4a” -2a)

=2x<(1+2a)(u+v)-2ag |

relaciones que conforman la region D; en el primer periodo los consumos vienen

determinados por la expresion,

1(0) + v(0) = “%_[(u +)(1-2a) +4a(x +ag)]

que pertenece al intervalo (0,2x) y en el segundo periodo u(+v(1) =2ax() | suma de

las cotas superiores de los consumos permitidos y si la cantidad de agua se utiliza

totalmente en el primer periodo, entonces el consumo en el segundo es

u()+v(l) =2(x +ag -« u+v)(1-2a)+ 4a(x+ag))

1+ 4o

Las relaciones entre los parametros donde son Optimos los correspondientes
consumos obtenidos establecen regiones de un plano, si de los cinco pardmetros
implicados tres se mantienen fijos. Supongamos que fijamos los parametros ¢ , cantidad

x(0)

de agua en la fuente en el momento inicial y los aportes a la fuente & en cada uno

de los periodos y mantenemos como variables los parametros ¥ y V | que son las tnicas

variables de decision que tienen los dos agricultores antes del inicio del juego dindmico.

Bajo esta hipodtesis y considerando el plano (u, V), podemos obtener

graficamente las regiones del plano para las que las correspondientes soluciones son



Optimas. Encontramos tres posibilidades dependiendo de que g€ <2x, g =2x 0g > 2x .
Cuando g > 2x , las regiones A, B y C realizan una particion del primer cuadrante de
este plano, que recogemos en la Figura 1, con /, =2x y h; = 2[(1— 2a)x+ag]; si
g <2x, las regiones que determinan la particion del primer cuadrante son A, C y D

(Figura 2), donde i, = 2 (x+0g) y h, = & Px(1+ 40 - 2a) - 4a’g ]

V A V A
h, h,
C
h, B ¢ h,
D
A A
hl h3 'u hZ h4 g u
Figura 1: & > 2x Figura 2: & < 2X

La grafica cuando & = 2x, puede obtenerse facilmente desde las dos anteriores al

eliminar la region central, siendo solamente, en este caso, activas las regiones A y D, que

también intervienen en los otras dos situaciones.

Un problema asociado a la colusion es la distribucion, en nuestro caso, del agua
obtenido por ella. Supongamos que los consumos que la colusién obtiene se reparten
siguiendo el siguiente criterio: si la solucion propuesta en cualquier periodo es ¥ +V |

entonces, el jugador 1 P2

puede utilizar ¥ y el jugador puede utilizar V ; si el
consumo Optimo no permite obtener ¥ *V | entonces el consumo conseguido por la
colusion se reparte en partes iguales para los dos jugadores, independientemente de que

las cantidades deseadas por ambos sean diferentes o no.

Este criterio lleva implicito que cada jugador se encuentra dentro de los limites
impuestos por la restriccion del juego dindmico y, por tanto, es una solucion posible
para cada uno de los periodos en los que hemos dividido el horizonte temporal. Si

evaluamos los valores de los funcionales de los jugadores, en el juego dindmico para



estos consumos, podemos establecer una correspondencia entre regiones y valores que
alcanzan los funcionales. Asi pues, hemos de estudiar el comportamiento de estos

funcionales en las regiones.

En la region A los dos jugadores, en ambos periodos, obtienen tanta agua como

desean y sus desviaciones son nulas J, @,v) =0 y J,(u,v) =0

En la region B, tenemos

Jl (M,V) = (x _ u)z

>

Jz(u,v)=(x_2_v)2

funciones convexas que admiten un minimo en ¥ =X y V=X respectivamente, donde

las funciones se anulan. El punto (X:¥) | donde ambos jugadores minimizan sus pagos,

pertenece a la frontera comuin que la region B tiene con la region A.

En la region C la funcidon de pago para el primer jugador es,

J w,v) = (x —2u)2 , (1-20)x +ag -u)?

) )
funcion convexa que admite un minimo en #» =X +5(& —2X) | siendo entonces el pago
4 (g-2%)" gjg>2 , tenemos X < U, <X+a(g=2x) =,/ y por tanto, #n:0) es
un punto que esta en la region A si *(€=2%) =2X y en Ja B en caso contrario. Si
g <2X entonces Un > +/n y ahora (#:0) esta en la region A si ¥ (g —2x) =2x y

en la D en caso contrario.

En la region C la funcién de pago para el segundo cultivador es,

(1-2a)x +ag —v)?
z ’

2
Jywy= ST
2
verificando las mismas propiedades.

Las funciones de pago de los jugadores son discontinuas en la frontera entre las
regiones C y B; sin embargo, son continuas en la frontera entre las regiones C 'y D que

pasamos a analizar.
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En la region D, para el primer jugador, encontramos que su funcion de pago es
1
) = S v g) - 4 reog —u-of v xg)’ ]
y para el segundo,

J,(u,v) = ;_[(é_f(u,v,x,g)—v)2 +(x+ag—v—og’(u,v,x,g))2] ,

(u+v)(1-2a +4a (x+ag)

siendo f(u,v,x,g) = . La funcién J, @,Vv) | andlogos resultados pueden

1+4a
establecerse para la funcion J,(4,V) | es convexa y admite un minimo en
(1, V) = (e m”) que pertenece a la frontera de las regiones A y D cuando & <2x

alcanzando en él la funcion 7, @,v) un valor nulo; también, fijadov , la funcidén alcanza

un minimo sobre la recta

. (1-2a)*v+4(1 +20)(x +ag)
20’ +12a + 5 ’

cuya ordenada en el origen crece si V lo hace. En la frontera comlin que esta region tiene

con la region A las funciones no son continuas.

4. EL JUEGO ESTATICO CONTINUO

Podemos, ahora, plantear un nuevo juego siendo el espacio de estrategias del

primer jugador el conjunto de posibles valores de la variable de decision ¥ | que

UcC ERH; analogamente, para el segundo jugador,

VR

supondremos es un intervalo
supondremos que su espacio de estrategias es un intervalo y, por tanto, el
espacio de estrategias del juego seréd UxV' La funcién de pago del primer jugador es

J1@,v) y 1a del segundo /2(#:V) siguiendo las definiciones establecidas en la seccién

previa.

Por tanto, si & > 2* los pagos de los jugadores vienen determinados por las

funciones,
0 si Osu+vs2x
Jy@,v) =11 (x-u)’ si 2x<u+v<2((1-2a)x+ag)
(o i (2 @)vsog-u Yo 2((0-2a)x+ag)<su+v
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0 si O<su+vs<2x

J,(u,v) =1 1(x-v)’ si 2x <u+v<2((1-20)x +0g)
(x'zv)z + ((l—2a)x2+(zg—v)2 si 2(0-2a)x+ag)<u+v

que no son funciones continuas.

Si & =2x | los pagos de los jugadores que tampoco son funciones continuas son,

0 si Osu+vs 09
Jl(u,v)=<fl(u,v,x,g) si a(lgf_)<u+V<2x+“izlgfx_i

(x=u)? + ((1-2a)x+ag-u ) si 2x+ 40(2(_2x—g) <u+v

0 si Osu+vsio®)
J,w,v)=1f,(u,v,x,2) si A < u+v<2x+4“2(_2;“g)

(x-)? + ((1-20 ) x +ag-v)? i 2x+ 4a2£2x—g) <u+v

donde
fl(u:v’xa g) =(12_f(u,v,x,g)—u)2 +(X+ og—u _Of(uavax:g))z

fruv,x,g)=(Lf@,v,x,g)-v)’ +(x+ag -v-of (u,v,x,2))*

Tenemos un nuevo juego entre los dos jugadores, de suma no nula, en el que
pretendemos encontrar un equilibrio de Nash, no cooperativo, en estrategias puras para
sus necesidades de consumo, esto es, tratamos de encontrar un par de estrategias
W' VYEUXV ] que

JwvYysJwy), Jw ,v)sJ, @, ,

para todo w,)EUxV

Ahora bien, como las funciones de pago de los jugadores no satisfacen las
propiedades que garantizan el equilibrio para cualquier espacio de estrategias del juego,
sea acotado o no (ver Friedman (1989, pags. 25, 39)), no tenemos asegurado que el juego
propuesto admita equilibrio de Nash y para determinar si tal estrategia de equilibrio
existe, necesitamos analizar el comportamiento de las funciones de pago dependiendo del

espacio de estrategias de cada jugador.
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Supongamos que la relacion entre las aportaciones a la fuente por periodo y la
cantidad de agua inicial que puede consumirse entre los dos jugadores esg > 2x . El
equilibrio de Nash, que siempre existe, depende del espacio de estrategias del juego y

tenemos:

e SiUXV = (O,OO)X (0, °°), ambos jugadores pueden seleccionar estrategias de
modo que sus elecciones pertenezcan a la region A, donde ambos consiguen

una pérdida nula. Luego, cualquier estrategia (" ,v") que verifique

* *
O<u +v =<2x esun equilibrio de Nash, al satisfacerse,

Jwv)=0=<J W), J,u,v)=0=J,u,v) ,

para todo # >0,v>0

En este caso, al existir multiplicidad de equilibrios y supuesto que los
jugadores no cooperan entre si para determinar el equilibrio a elegir, es posible
que los jugadores seleccionen valores de u' y v’ que les lleve a obtener
pérdidas no esperadas. Existe, sin embargo, una estrategia de seguridad para
ambos jugadores y es seleccionar unas necesidades de consumo en una
cuantiaX , o un valor inferior, en este caso, el jugador que se desvia puede

incrementar sus pérdidas.

. SiUXV =[2x,00)x (0,00) tenemos varias posibilidades dependiendo de la
distancia entre las rectas que determinan la frontera de la region B con las

regiones Ay C.

Si ¥ =2a(g-2X) ¢l punto (2x,x) pertenece a la region B y la estrategia de

equilibrio de Nash, no cooperativa, es (# »V ) = (2%.X) pyes encontramos,

J,(2x,x) = 12_x2 <J, (u,x), J,2x,x)=0=<J,(2x,v) ’

para todo ¥ = 2%,v>0



13

Graficamente podemos observar este resultado. Las figuras 3 y 4 muestran

respectivamente el comportamiento de J, @,x) y J,(2x,v) conu=2x para

1 . ..
x=5 a=ryg=30 queson valores que verifican las condiciones.

J 1
1 :J2
100 100f
&0 80¢
- 60F
aok
40 i
20f
20 u \_ \
10 12 14 15 18 0248 8 10 12 14 16 12
Figura 3: J,(#,x),u = 2x Figura 4: /, (2x,v),v >0

Si 200(g-2x) <X | ¢l punto (2X,%) pertenece a la region C y el segundo

jugador, ya que el primero sélo puede seleccionar ¥ = 2x puede conseguir
que su resultado sea diferente pues su eleccion le permite lograr que la

estrategia conjunta pertenezca a la region B o a la C.

Su estrategia, por tanto, sera seleccionada dependiendo de si la relacion
2 2 2
u V) <%(g-2x) ’
es cierta o no. Si existen valores de vV verificando la relacion anterior, también

verifican

x - foa(g-2x)<v<20(g -2x)
y para que sea cierto se ha de verificar 20(g - 2x) <x < 2+ a(g-2x) ,

=20(g-2x)€B . i no es cierta la relacion entonces

con lo que elegira ¥

*

elegita¥ = Vn , donde Vm =¥+ (&~ 2x)

J,(2x,v)

En las figuras 5 y 6 se muestra el comportamiento de , la primera

para los valores ¥ =8 & = - y 8 =30 que verifican la ultima relacion y el
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minimo se alcanza en v = 2a(g - 2x) =7 ; la Figura 6 se ha tomado x =10 |

. *
a =1 yg=30 yel minimo se alcanzaenv =V, .

100 /) 120}/
100
&0
a0
i
&0
407 40
20] 20
v v
o 5 10 15 0 . 5 10 15 0
Figura 5: /, (2x,v) Figura 6:/, (2x,)

Analogo resultado obtendremos si los jugadores intercambian su conjunto de

estrategias, esto es, UxV = (O,w)x [Zx, °°) .

e SiUxV= [Z(x +a(g —2x)),00)>< (O’°°), el resultado de la seleccion de los

jugadores siempre se encontrard en la region C. El segundo jugador siempre
elegira la estrategia donde su funciéon de pérdidas alcanza el minimo y el
primer jugador aquella estrategia que le desvie lo minimo del valor donde su
pago se hace minimo. Por tanto, el equilibrio de Nash, en este caso, es
w v)=Qx+a(g - 2x),v,,) . Tenemos,

J 2x+alg -2x)),v,)=<J,(u,v,)
J,2(x+a(g-2x),v,) =% (g-2x)> <J,2(x+a(g-2x)),v)

para todo ¥ = 2(x+a(g-2x)),v>0

Analogo resultado encontramos, si los jugadores intercambian su conjunto de

estrategias.

. §UxV= [2x,)x [2x, ) cualquier seleccion de los jugadores pertenecerd a

la region B o C, no existiendo posibilidad, por parte de ningun jugador, de

seleccionar la estrategia que minimiza sus pérdidas en la region C. Ambos,
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jugadores, por tanto, ante cualquier actuacién del otro jugador, seleccionaran
sus valores minimos dentro de sus posibilidades de eleccion. Andlogo
resultado se encuentra si el espacio de estrategias del juego es,
UxV = [2(x +a(g -2x)),» )X [2(x+ alg - 2x)),oo) , donde la seleccion recae
en la region C o bien, U xV = [2(x + a(g — 2x)),00 x [2x,00) | que también las

selecciones corresponden a la region C.

Supongamos ahora que la relacion entre las aportaciones a la fuente en cada
periodo y el consumo maximo permitido en el primer periodo para los dos jugadores,

satisface & <2X . De nuevo, podemos considerar distintos espacios de estrategias del

juego.

o SiUXV = (O,w)x (0, °°) , la seleccion de los dos jugadores puede recaer en la
region A donde los dos obtienen un pago nulo, luego, cualquier estrategia
posible (" ,v") que verifique O<u’+v' <2 o €S equilibrio de Nash pues
satisface:

Jwv)Y=0=<J,wv), J,u,v)=0=J,u,v) :

para todo # >0,v>0

También ahora, debido a la multiplicidad de equilibrios y puesto que los

jugadores no cooperan para elegir el equilibrio, es posible que los jugadores

seleccionen valores de ¥ yV  que les lleve a obtener pérdidas no esperadas.

La estrategia de seguridad para cada jugador, en este caso, es seleccionar unas

xX+ag
necesidades inferiores o iguales a 75—

_|2(x+ag)
. s UxV= _p..zeg_’oo)x(o’oo) cualquier eleccion por parte de los jugadores

recaerd en la region D o en la C. El primer jugador minimizaré sus pérdidas si
+ 2x+ag)
u =
T+2Za >

y el segundo jugador seleccionara:



16

. (1=20)’u” +4(1+ 2a)(x + ag)
20a’ + 1200+ 5 ’

v

teniendo en cuenta el valor de 4 .

En las figuras 7 y 8 representamos /, @,v") y J, (u",v) para U = 2-(1%5?—) y

v>0 ,con X = 5 ,a = é. y g = 5

32n]1

a0¢
20

28t 251

26t oot
i

18¢
221
2|:|_ 1':"

18%

u 5
16 v
54 86 88 O 02 09496 88 10 0 - 3 - Taamar
. * 2(x+ag) . *
Figura 7: J, (u,v ), u = 575 Figura 8: /> (# ,v),v>0

.« s U XV=[2X+ maw)<(0a°°) cualquier seleccion de los jugadores

proporcionara unas pérdidas determinadas por la region C.

El segundo jugador, que tiene posibilidades de considerar su valor minimo

independientemente de la eleccion del otro jugador, elegira V» y el primer
jugador el valor que le desvie en menor medida de “» . La estrategia de

equilibrio sera:

' v')=Qx+4C0 .y )

Analogos resultados obtendriamos si los jugadores intercambian su espacio de

estrategias.

. siUxV= [-ua—Jz(mg) oo)x [-A-Ja—>2(x+ag) Oo) o bien,

_ 4a* (2x-g) )( [ 4a%(2x-g) )
UxV—Ex+ ,0 KR2x+ L ,

_ 4% (2x-g) )<[2(x+ag) )
UxV = [2x + , , ’
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también ahora en todos los casos, la estrategia de equilibrio (¥ ,v")

corresponde, para ambos jugadores, a los valores de seleccion menores.

El estudio del caso donde & = 2x no aporta ningin nuevo resultado.

6.- CONCLUSIONES

La gestion de agua compartida para usos agricolas puede presentar distintas
soluciones, en este trabajo hemos analizado una de estas posibilidades suponiendo que
dos usuarios constituyen una colusion para el aprovechamiento total del recurso que

entre ambos disponen, lo que incide en la cantidad de agua disponible para otros usos.

La solucion propuesta, que depende de las variables de decision de los usuarios,

o . . . 2
se utiliza para construir un nuevo juego en el que los pagos son funciones de R enN

El trabajo prueba que el nuevo juego admite equilibrio de Nash no cooperativo
debido a que las funciones de pago, definidas en distintas particiones del primer
cuadrante, son funciones convexas en cada una de las regiones en las que estan definidas,

R2 : .. .,
aunque no lo son en todo y no son continuas en su dominio de definicién. Este
equilibrio proporciona informacion a los usuarios para determinar sus posibles

necesidades de consumo.

El trabajo abre nuevas vias de analisis, unas directamente relacionadas con ¢l como
son estudiar en el juego dindmico otros equilibrios, mantener la colusiéon con otra
distribucion del aguan conseguida, analizar, en cada caso, nuevos equilibrios del juego
continuo o discreto si las elecciones de los jugadores se suponen tienen esta caracteristica
y eliminar el comportamiento determinista de las variables & y X | supuesto que se ha
considerado en el trabajo y que, sin embargo, parece ser una cuestion propia de la

actuacion de la naturaleza.

Todos los resultados han sido obtenidos mediante Maple V.
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