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Resumen dela comunicacion:

El Andiss de Componentes Principdes (ACP) es una técnica antigua, los pioneros en €
desarollo de la teoria dd ACP fueron Pearson (1901) y Hotdling (1933), s bien los
términos de CPy ACP fueron acufiados por Hotdling.

Los enfoques de Pearson y Hotdling sobre la problemética planteada son diferentes. El
enfoque de Pearson condstid en congderaciones sobre los puntos, mientras que € de
Hotelling se baso en consderaciones sobre las varidbles. En ete trabgo veremos ambos
enfoquesy laequivdenciaentredlos

Palabr as claves. Componentes Principaes
1 Introduccion.-

Los pioneros en d desarrollo de la teoria dd ACP fueron Pearson (1901) y Hotelling
(1933), 9 bienlostérminos de CPy ACP fueron acufiados por Hotdling.

Los enfoques de Pearson y Hotdlling sobre |a problemética planteada son diferentes.

El enfoque de Pearson condgtio en trabgar sobre puntos, buscaba € hiperplano de mgor
gude d dgema de puntos en edudio ; mientras que € de Hotdling se baso en d trabgo
sobre las variables, buscaba las vaiadles fundamentdes que determinaban los vaores de
las vaiables origndes Andizaaemos ambos enfoques, haremos  demodiraciones



dterndiivas a las redizadas por Pearson y Hotdling, y veremos que los dos enfoques
coinciden.

Consideremos lamatriz de datos X1 A ™ centrada, X=(xi;), i=1,..,n; j=1,..,p

éa(ll leg
X=¢: = i+
& Xug

Los datos que aparecen en la mariz X significan que tenemos n obsarvediones, f1',...fn!, de
un pvector  X=(Xa,....Xp)". Es dedir, las filas son medidas de los individuos u observaciones
sobre p varigbles, con lo que X=(f1,..,f)', donde fi'=(xi1,...xp)l AP, i=1,..,n;y las columnas
representan los vaores de las varigbles sobre los individuos, con lo que X=(Xg,..,Xp), donde

Xj :(le,..,an)tT A n
Lamatriz de varianzas-covarianzas, S, puede escribirse como

S=1X‘X,
n

2 ACP desde d enfoque de Hotdling.-
2.1 Obtencion de las CP segiin Hotelling.-

S condderamos p vaiadles Xi,...X,, medides sobre n individuos por gemplo, las
paridades entre varias monedas, usudmente, las variables xi estaran corrdladas. Es naturd,
dice Hotelling [1], que pueda haber un menor grupo fundamenta de variables incorrdadas (
d las llama independientes) que determinen los vdores de las p-vaidiles origindes S

z71,..,%, 0N tales variables, tendremos un conjunto de relaciones de la forma
Xi=fi (z1,-..%), I=1,..,p. (' nosotros pondremos z =f(Xy,..,Xp) )

Hotdling usa d témino componentes para refeirse a las vaiables fundamentaes
encontradas. Restringiéndonos a caso en que las funciones f son linedes, tendremos que la
expreson anterior queda en laforma

Xi=S; &jj Z ( nosotros pondremosz=S; a;i ;)" (21.1)



Hotelling continlia diciendo, en otra parte de su trabgo, : “ Un caso andogo es € uso de las
ecuaciones de regreson que envudven més y meas varidbles xi,xo,... para explicar o predecir
la vaigdle y, dlas comienzen digiéndose segin d orden de sus contribuciones a la
vaianza de y. Esa andogia, sugiere que de las infinitas formas posbles que tenemos para
obtener componentes a patir de las variables origindes, comencemas con una componente
z1, cuya contribucion a las varianzes de las varigbles origindes sea tan grande como sea
poshle la proxima componente, z, la tomamas incorrdlada con z;, y con una contribucion
a la vaianza resddud tan grande como sea posble y as seguimos procediendo para
determinar las componentes, no excediéndonos en nimero de p, y puede que desechemos
aqudlas cuyas contribuciones a la varianza totd seen pequefies. Ede procedimiento lo
[lamaremos método de componentes principales’.

Hotdling es pues, d que introduce d témino “componentes’ para esas vaidbles
fundamentdes y escoge dichas “componentes’ de mangra que maximicen sUS Sucesvas
contribuciones d totd de las vaianzes de las vaidiles origindes y llama a las
componentes asi obtenidas “Componentes Principdes’, y d procedimiento para hdlarlas
“Método de Componentes Principaes” o “Andiss de Componentes Principaes’.

El procedimiento usado por Hotdling y € que desarollaremos en este agpatado son
esencdmente los mignos, solo s diferencian en dgunos agpectos € condderadba las
vaiadles origindes como funciones linedes de las Componentes, nosotros consderaremos
las Componentes como funciones linedes de las vaiddles origindes lo que nos permitira
expresxy la vaianza de la Componente Principd a patir de la mariz de varianzes
covaianzas de las vaiables origindes, d trabgaba en un contexto poblaciond y
consderdba solo d caso en que las componentes principaes seguian una digtribucidn
normad y las condderaba de varianza unidad, nosotros trabgaremos en uno puramente
decriptivo; @ partia de variables tipificadas y llegaba a un problema de autovaores y
autovectores de la matriz de correlacion, nosotros partiremos de varigbles centradas con lo
gue llegaremos  a un problema de autovectores y autovalores de la matriz de covarianzas, é
no usaba notacion matricid y nosotros Si.

Sea X, X=(Xq,..,Xp), € vector de p varidbles unidimendonaes objeto de investigacion; sea S
lamatriz de covarianzas de dicho vector.



Las componentes principdes, td como fueron determinadas inicdidmente por Hotdling, en
su trabgo origind, se halan como indicamas a corntinuacion:

Hemos considerado, por (2.1.1), que Xi=S; &; z

La corrdacion entre las variables origindes i y k, rk, puede ponerse como la covarianza de
las varigblestipificadas, de donde:

rik=Cov( X, X)= E(% xk)- E( x) E(x« )= E(xi x) = Por (2) =4, a; a; E@?) (21.2)
Pero hemos consderando que las CPs tenian media cero y varianza unidad, luego
1=Var(z )= E(z%) (2.1.3)
Por (2.1.2) y (2.1.3), setiene que
k= § aj & (2.1.4)
Por (21.1), x=Sjajz P x°=S;Scaj axz zb
E(x?)=S S« a akEEzz) (2.1.5)
Pero como las variables x; se encuentran tipificadas, y las CPs son incorrdladas
Var (x)=E(xi%), E( 7 z ) = di; (2.1.6)
Donde dyj esladetade Kronecker.
Por (2.1.5) y (2.1.6), setiene que
Var (xi)=§ a;° (217)

Se tiene que a1 2 es la contribucion de la variable z; ala vaianzade x;, y que lasuma de las

contribuciones de z; alavarianza detodaslas x; , viene dada por

SS a? (2.1.8)
Hotdling plantead problema

Max {Si a1 sa k= Sj aj &; } (2.1.9)

Lo resudve por los multiplicadores de Lagrange y llega a que ese maximo es igud a la
mayor de las raices de la ecuacion caracterigtica asociada alameatriz de correlaciones.



Las dguientes componentes principdes, dice Hotdling, se buscan imponiendo que vayan
sendo maximas sus contribuciones a la pate resdud de la vaianza totd pendiente de
abarcar.

Teniendo presente que la varianza de una variable, en este caso una CP, es proporciond a
la longitud dd vector que la representa. El procedimiento anterior es equivaente a este otro

proceso iterativo.

Paso 1.- Se conddera € conjunto W que contiene todos los vectores  formados por

combineciones linedes de los vectores X;. Para encontrar la primera componente principal
z; , cogemos @ vector de mayor longitud de W, § hay vaios candidaios , cogemos
cudauiera de dlos; es dedir, buscamos una funcion lined a; 'x de los dementos de x que

tengan maxima varianza, donde a; s un vector de p condtantes, a ., a,,,...,a _,, de

117 1 pl’

formaque
tx= + + + -1
arx=a, x, +a,x, +------ a X, =aa;x, .

a; hade %= td que s maximice la Var (a:'x )= a;'Sa;. Esta daro que, en prindipio, €
maximo no se logrard para a; finito, por lo que debe imponerse una redriccion de
normaizacion. La restriccion que sude imponerse es a;' a;=1; es dedr, la suma de
cuadrados de loseementosde a 1 igudacha 1.

Para maximizar a:'Sa; sujeto a ai'ai=1, s usa la ténica de los multiplicadores de

Lagrange. Lafuncion lagrangiana asociada a ese problemaes
L@::l)=ai'Sa;-I (ai‘as-1),
dondel esun multiplicador de Lagrange. Diferenciando con repecto aa 1, tenemaos
2Sa 121 a1=0; esdecir,Sa 1=l a;
0, dicho de otra forma:
(S| 1p) @a1=0,

donde |  eslametriz identided (p” p).



Ad, | esun autovdor de S, y a; es € autovector correspondiente. Obsarvese que la
cantidad que se maximizaes

altSalzaltI a=I afalzl ,

y por tanto | debe ser tan grande como sea posible. De esta manera, a1 es € autovector
que corresponde d autovalor mayor de S,y Var(ai'x )= a;'Sa; = | 1 esd mayor autovaor.
Llamemos d autovector vi. Asi, k12 CP viene dada por z- vi'X, Yy SU varianza es var(z)=

1.
Una demostracion dternativaala anterior eslasguiente.

S es matriz Smétrica, definida pogtiva, por condguiente, ssbemos que exige una mariz V
ortonorma, formada por los autovectores de S, de forma que SSVLVY, L lamatriz de los
autovaloresde S, conlo que

Vi sv=L (2.1.10).
Tomemosd vector y=V'a , conlo que
a=Vy, a'=y'Vt, (2.1.12)

Y por tanto

a'Sa =y'V' SVy=Por (2.1.10)=y'L yzg | yZp
i=1
a'sa=gl,y’ (2.1.12)
Por otro lado, 1=a 'a = Por (2.1.11 )= y*V' Vy= ytyzg y:b
i=1

1=a‘a=§ y’ (2.1.13)

i=1
Con esto se tiene que nuestro problema de optimizacion pasade ser, por (2.1.12) y (2.1.13),
Méax{a'Sa,sa:1=a'a } (2.1.14)

aser eseotro



Méx{g_ l.y?, sa: 1=§ yZ} (2.1.15)
i=1 i=l

Supongamos ahora que los autovaores estan ordenados decrecientemente. Sea pues |1 d
mayor autovaor de S, tendremos entonces que

1131, 11-130," 1B & (I, - 1,)y?30p
i=1
A1y s aly’pl:ay>® &l y’p (Prigp
i=1 i=1 i=1 i=1
g 2
12 &1,y (2.1.16)

Pero esa cota superior para 5 I iyf se dcanza para y1=0, yi=0, "1 3 2 y por tanto

i=1

obtiene un Maximo para ese punto; es decir para
a=Vy=V (1,00,..,0)'=(v1,..,vp) (10,0,..,0) ' =v1P
A t . t 4 8 2 . g 2
a=viyMéx{a'Sa,sa:1=a'a}=Max{al .y ,sa:l=a y }=l1
i=1 i=1
Con lo que hemos conduido la demaodiracion dternativa

Paso 2.- Ahora nos fijamos en € complemento ortogond de z; , 0 sea, en los vectores de W
gue son ortogondes a z. El de mayor longitud de estos es € segundo vector componente
principdl 2.

Es decir, se busca una fundién lined a»'x incorrdlada con a 1'x, que tenga méxima varianza,
y cumpliendo la redtriccién de normdizadion azla, =1. Por tanto, la segunda CP, a /',
maximiza a,'Sa, syea a ser incorrdada con ai'x (es decir, sujeta a que la

Cov(a 1'x,a »'x)= 0, donde Cov (x,y) denota la covarianza entre las variablesx e'y). Pero
Cov(altx ,ati): afSaz:aztSal = azt I 1d1 = I 1a2ta1 = 1a1ta2
Por tanto, |as ecuaciones

a:'Sa.=0,a.'Sa: =0,a2a1 =0,a1'a»=0



on equivdentes para indicar la incorrdacion entre ai'x y aj'x. @ probdlema de
optimizacion seria
Hdlar a ,, demaneracque  Méx az'Sa. , sUjeto alasregricdonesa 2’ a 1=0, az'a, =1
En consecuencia, la funcion lagrangiana de ese problema es

L@@z ! ,f )= ajSa, -1 (@zta,-1)-f asta,

Resolviéndolo, se obtiene que la 22 CPP viene dada por 2= V,'X, y su vaianza s var(z)=
V2'Sv, =l », @ segundo autovalor més grande de S.

Paso 3- Paa la tercera componente principd, limitamos la bisqueda a vectores de
W que son ortogondes smultaneamente a z Y 2; es decir, ortogondes a la variedad lined
L(zr , z2). Bl méslargo esz.

Paso k.- Ad vamaos procediendo sucesvamente, de manera que en € k-ésmo paso,
limitamos la blsqueda a vectores de W que son ortogondes a z1 ..., z-1;€s dedir a L(z1
yeeens Zk-1 ). El maslargo esz .

En consecuencia, se obtiene una funcion lined ax'x  que tiene méxima vaianza sljeta a ser
incorrdlada con @ 1'x,.....ak1'x, y veificando como Sempre la restriccion de
normalizacion. En generd, la k-ésmaCP de x es ak'x y Var(ak'x )=l « , donde | k es d k-
é3mo autovaor mas grande de Sy ak es d correspondiente autovector, que llamaremos vi.

Asi, lak-6maCP es z = vk'X, Y su varianzaviene dada por var(z)= | «.

El proceso continlia hasta que W queda completamente abarcado, cosa que ocurre, pues €
espacio de vectores candidatos se reduce una dimensidn en cada paso, con lo que € nimero
de vectores que pueden ser extraidos esigud a la dimendgdn dd espacio Vx generado por
los x; .

3 ACP desde @ enfoque de Pear son.-

Como indica Pearson [2], “en muchas investigaciones es desegble representar un ssema de
puntos por la recta o plano de mgor guste. En cad todos los casos tratados en los libros de
textos de minimos cuadrados, unes vaidbles son tratadas como independientes y otras

como dependientes. El resultado es que tenemos una linea recta o plano s tratamos unas



vaiables como independientes y otra totdmente diferente 9 tratamos otras variables como
las independientes, pues € valor mas probable de y para un vaor dado de x se sabe que no
esta dado por la misma relacion que € vaor més probable de x para un vaor dado de y; es
decir, las curvas de regresidn empirica de y sobre x y de x sobre y no coinciden. En taes
ca0s, los vdores de las vaidbles independientes suponemos que son  conocidos
exactamente, y € vaor probable de la variable dependiente es averiguado”.

En muchos casos, continua sefidando Pearson, “la variable independiente esa sujeta a
tantas desviaciones 0 errores como la variable dependiente. As, nuestra problemética no
condste en que conocemaos X Ccon precison y entonces procedemos a encontrar 'y, Sno que
ambas X e y son encontradas por experimento u observacion. Observamos x e 'y, y buscamos
una Unica rdacion funciond entre elas Buscamos una recta o plano de mgor guste d
ddema de puntos gque tengamos’. Aunque d termino  mgor gude es ahitrario, Pearson
indica que un buen gude puede obtenerse daramente imponiendo que la suma de los
cuadrados de las distancias perpendiculares desde los puntos a la recta 0 plano se haga
minima

El procedimiento usado por Pearson se diferencia del que seguiremos nosotros en que €
problema de optimizacion que s planteg, lo resolvia directamente por los multiplicadores
de Lagrange, mientras que nosotros lo resolveremos reduciendo ese problema a otro
equivdente que £ resudve mediante la goroximacion de una matriz por otra de igud
tamafio pero de menor rango; lo que conduce, en Ultima indancia, d cdculo de la
Descomposicion en Vaores Singulares (DVS) de lamatriz de datos.

Sean R,..,P, un 9gema de n puntos en un expacio q dimensond generado por las variables
X1,.....Xq- Congderemos que las coordenadas dd punto R son i1,..,Xiq). Pearson pretendia
encontrar € hiperplano g-1 dimensond que méas cerca eda de esos puntos, en d sentido
gue la suma de los cuadrados de las digancias perpendiculares de esos puntos d hiperplano
fuese minima. Para elo, tomemos 1,...,Iq 10s cosenos directores de un plano que estd a una
digancia perpendicular d del origen. La ecuacion de dicho plano es 1 xi+..+ [Xq=d, con

i 2+...+ l?=1.
Por tanto, € problema aresolver pasa de ser buscar € hiperplano P que veifique

Min{ai &*(R, P) } (3.1



A egteotro
Min{U=8(l1 Xi1+..Hq Xiq—0)%, sa: b2 +..+ 1i>=1} (3.2)

Problema que Pearson resudve directamente usando los multiplicadores de Lagrange, y
llegando a la  condusion que s definimos x? como la media de los cuadrados de los

residuales; es decir, x>= U/n, se hade verificar d siguiente sstema de q ecuaciones
lis1Si rii+ bS2Si rait... .+l (i3 XA)+...+ lgSqSi 14 =0, i=1,...9 (3.3)

Por lo que & minimo se acanza cuando x? es lamenor solucion de la ecuacion:

ecuacion que se obtiene d imponer que d sstema homogéneo (3.3), que gparece durante €
procedimiento, tenga olucion didinta de la trivid, con lo que su determinante ha de ser
cero.

3.1 Descompasicion de una matriz segin susvalore s singulares(DVS).-

En 1873, E. Bdtrami eshozo € teorema de la D.V.S. para una matriz cuadrada A; pero no
es hagta 1939 en que en un trabgo de C. Eckart y G. Young gparece d teorema en la forma
gue ahora es conocido.

Dada la matriz red XI M e+ 7@NGO(X)=T, sabemos que existen dos matrices ortogonales

UyV tdesque
X=U gDr qgvt (3.1.1)
ed do

donde D=diag(s ,,.... s, ),s, % ....3 s, >0;

y donde, expreséndolas por columnas, U=[uy,....,..a] T M __yV=[vs,....v ]l M

nxn PXp

10



Los nimeros S, i=1,...,r, ordenados de mayor a menor, y todos mayores que cero, son las
reices cuadradas positives de los autovaores no nulos de la matriz X'X, y se denominan
vaores sngulares’ delamatriz X.

Laexpreson (3.1.1), puede ponerseen laforma

e, quaV, 6
X:(Ur,Un-r)é qa ¢ o

eq QU p-r @
dOﬂde Ur:(u:]_,....,uf), Un-r:(Ur+l,....,Lh), Vr:(V]_,....,Vr), Vp.r:(Vr+]_,....,VP). ES da:lr, que
tenemos que

X=U,D\V,! (3.1.2),

donde Ui M_.,V.T M__,D =diag(s,,...s,)I M, y donde U, y V,, son

ortogondes, esto es, U,' U=y, V' V,=I,.

nxr 1 pxr 1

Veamos a continuacion agunas propiedades que se derivan de las expresiones anteriores.

1) Las columnas de U;, (Uy,....,U), condituyen una base ortonormd de Img(X), es decir,
del espacio engendrado por |os vectores columnas de X.

En efecto, cudquier vector perteneciente d espacio de las columnas de X, yi AP, esde

laforma

y=§ ax; =Xa=Por (312)= U D,V a= é s, (via)u,
j=1

i=1

2) Las columnes de Vp.r=(Vr+1,....,Vp), forman una base ortonorma de Ker(X)={yl AP
/X.y=0}; es decir, del espacio de los vectores ortogondes d espacio engendrado por las
filasde X.

En efecto,

X.y=0, y por tanto,

! En algunas ocasiones representaremos s2/n como ; o lo que esigual s/n*?=| V2,

1



X»y=U,D,Vy=as,(viyu =00
i=1
viy=0"i=1..r0 yrv, "i=1.r

3) Las columnas de Uy =(Ur+1,...,Un) forman una base ortonorma de Ker(X)={yl A"
/X'.y=0}; es dedir del espacio ortogond a espacio de las columnas de X.

4) Las columnas de V,=(vi,....,v;) forman una base ortonormd de Img(X'); es decir dd
epacio engendrado por lasfilasde X.

as, q ¢, §

_ . ¢ . T ‘. .

5) X=UD:Vi'=(u,,....,u, )¢ . 3G+ &SV esdedr,
&q S, &V, 5

X puede expresarse como suma de r matrices de rango uno. Pues por gemplo,

éwll 9 wllvll ullVlZ ullvlp 9
u, = u.v u.v u.v, =
t _CGYp = _CY12Vn 12V12 12Vip =
u, xv, =c: ;(Vll vV, le)_(} = gue es de
glm b §ulnvll ulnvlz ulnvlp E

rango uno pues todas las columnas son proporciondes alaprimera

6) Las columnas de Vr=(V1,....,vr) son los autovectores de X'X, con autovaores asociados

2
r

nonuos SZ,....s%, respectivamente, pues por (3.1.2), X'X=V;D/*V/!, y por tanto
(X'X)V;=V;D,? dedonde (XX)vi=vis ?,i=1,..,.

7) Las columnas de U,=(us,....,u;) 0N los autovectores de X X!, con autovaores asociados
nondos SZ,....s7, respectivamente, pues, por (3.1.2); XX'=U.D,?U/",, y por tanto
(XX"Ur=U,D,? dedonde (XX")u=u s ?,i=1,.r.

8) Sevaificaque



”X ”2 =Traza(X'X) =TrazaV, DZV‘)=2Traza(Df) _ é Siz
i=1

r r r

3.2 Aproximacion matricial aunamatriz X por otraderango menor .-

El antecedente histdrico de este problema fue introducido por primera vez , en
1907, en un trabgo sobre ecuaciones integraes linedes, posteriormente, en
1936-1938 C.Eckart [3], G.Young y A.S. Householder [4], plantearon €

problema siguiente:

Dado X1 A ™P rg(X)=r, setratade hallar

Min |x-X]| (32.1)

XTA™ rg (X Ek<r

donde XT A ™" esfija, y la|| X eslanorma de Frobenius esdecir |X||= [§ X’ .

i

Lasolucion viene dada en términos de los vaores Sngulares de X.

Puede probarse que
CMin XX R x| =, s (322)
XTA™ rg X" k<
donde,
Kk
 X=U,D,V} =4 s,uv! =UD, V' (323
i=1
881 q 9
y donde setieneque D, =¢ -
¢ s
k -
&a a5
kX < llama goroximacion matricia de rango k de la matriz X; y lamariz X- X < llama
metriz de resduos.
% Harville, 1999
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Obsérvese que mientras que las filas de X son una nube de puntos en un espacio eudideo p-
dimensond, las filas de X son puntos desconocidos en un espacio k-dimensond.
kX=Uy Dk V identificad subespacio que esta més proximo alanube de puntos.

Los vectores {vi,.....,vk}, columnas de V, definen los ges principdes ortonormaes de

subespacio L(va,....,Vk).

Las files de la mariz UcDy=[S ,U,,.....,S U, ] definen las coordenadas, respecto a esos
ges, delas proyecciones de la nube de puntos sobre € subespacio.

Tenemos que conseguir que los subespacios origen y proyeccion etén lo mas proximo
posible; es decir, que |X - | X| sealo més pequefia posible.

La bondad de la gproximacion viene dada por € cociente entre la varianza explicada por la

goroximacion y la varianza totd; es decir, por € cociente entre la norma de la matriz X'y
lanormadelamatriz X.

Kk

L 2
VE_ | X[ _Traza(x, x)_ &% (3.24)
VT X Trazaxx) 4 ¢ B

También puede expresarse la bondad de la gproximacidn como:

_ as
P VNE g XX e (325)
VT X as?

3.3 Teorema de construccion de las CPs-

Supongamos que las observaciones iniciales fy,..,f, se transforman por fi" =B f;, i=1,2..,n,
donde B es una matriz pxq con columnas ortonormales, asi que fi,..f. son las
proyecciones ortogonales de fi,..,f, sobre e subespacio gdimensional generado por las
columnas de la matriz B. S la ‘bondad del ajuste’ de este subespacio g-dimensional alos

puntos f1,..,fn Se define como la suma de los cuadrados de las distancias perpendiculares
de los puntosfy,...f, al subespacio, se verifica que esta medida se minimiza cuando B =V,

Demodtracion. -
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Notemos por L(B) € subespacio generado par las columnas de B.

Lanuevamatriz de datos es X =X B, datos cuyas coordenadas estén dadas en la nueva base.

Ad, los fi"son las coordenas de los puntos fi en la nueva base {by,...,bq}, donde by es la

columnaj-éimadelamatriz B.
Queremos minimizar & d2(f,, L(B))
i=l

Seafi*=Proyy g)fi, en coordenas de |a base formada por Ias columnas de lamatriz B.
Sea X’ lamatriz cuyasfilas son losf;*". En consecuencia, X =XB y rango(X" )=rango(B)=q.

Por congguiente, tenemos que

d?(f;, L(B))= d*(f;, Proy eyfi)=d?i, fi*)=[f, - f|"; luego

n n 2
A6 LE)= Aff-f4] =|x- X|. En vitd de ese resitado y dado que
i=1

i=1

queriamos  minimizer ;»fldz (.,L@®B)), lo que tenemos que hecer es hdlar la matriz
i=1

X'TA™, rg(X')=¢Ep, que hagaminimo [X - X[
La solucion a ese problema viene dada mediante la Descomposicion de una matriz segiin

sus Vdores Sngulares, y en concreto - mediante la gproximacion matricid de rango q de la
matriz X. Adl, setiene quelasolucion es

8, q G, 0
X*=UquVqt=(Ul uq)g E -
& S.@Vip
Donde los nimeros s, i=1,..p on todos mayores que cero, estan ordenados de mayor a

menor, y on los vaores sngulares de la matriz X (las raices cuadradas positivas de los
autovaores no nulos de lamatriz X'X).

Ademéas, sabemos que las columnas de Vg={v1,..vq} forman una base ortonormd paa €
subespacio de las filas de Xy, en consecuendia, fi*:Vq‘fi son |las coordenadas de |os puntos
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fi en la nueva base; es decir, son las coordenadas de las proyecciones de los puntos f; sobre
los nuevos ges

Por tanto se concluye que B=V, como queriamos demostrar #

Ademss, la matriz de los individuos proyectados es Z=XV, que es una mariz cuyas filas
nos dan |as coordenadas de |os puntos proyectados respecto ala nueva base.

En consecuencia, las nuevas variables se corresponden con las columnas de la nueva matriz
dedatos Z=XVy.

Mediante la Descomposicion en Vadores Singulares hemos obtenido que X=UDV'p
XV=UDP XVg=UyDq

Y por tanto, se tiene que Z=XVq =UqDgq=(S1U4,..,S qlky), CON l0 que las nuevas varigbles son
Z=SkUk, k=1,.,0. Ademas las files de esa matriz UgDq (Z) definen las coordenades
respecto a la base Vq={v1,..vq} de las proyecciones de las filas de X sobre @ subespacio
que determina V. En consecuencia, tenemos que

Proy f, =(s,u,)v, +...+(S U,)V,

L(Vq e Vq )

En resumen, las Componentes Principdes = definen como las vaiadles obtenides d
proyectar los individuos fa,..,f, sobre los subespacios de dimenson 1,2,..,p-1 més proximos
alanube de puntos que determinan dichosindividuosfy,...f,.

E mgor gude lined determina la primera Componente Principd, y la direccion de la
Ultima C.P. esladireccion ortogond a meor hiperplano de gugte (p-1)-dimensond.

Los subespacios anteriores, que hemos cdificado como "mas proximos' son aguelos para
los cudes la suma de los cuadrados de las digancias perpendiculares de los individuos
f1,..,fn d subegpacio s minimiza

De hecho, éte es, en lo fundamentd, € acercamiento adoptado por Pearson (1901),
aunque é se concentrd en dos casos especidesdonde q=1y q= p —1; esdecdir, d busco la
megor recta de guste y d meor subespacio de una dimensidn menos que € espacio origind

en d que etén inmersoslosindividuos.

3.4 Equivalencia entre los enfoques de Pear son y de Hoteling.-
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Veamos a continuacion, que las Componentes Principales obtenidas segiin  enfoque de
Pearson cumplen los principios exigidos por Hotelling, cuando fueron definidas por 4:

1) Las nuevas variables se expresan como combinacion lineal de las antiguas y
reciprocamente.

En efecto, |as nuevas variables, ¢, 3on las columnas delamatriz

Z=XV=X (V1,..Vp)P Z=X W, k=1,..,pP

®, 0
2=X Vk=(X1,..Xp) G +=§ v.X b
= i=1
gvpk %]
&
Z,. =a VX, k=l.p (34.1)
i=1

Reciprocamente, veamos las variables origindes, X;, como combinacion lined de las
nuevas, Z .

Sabemos por laD.V.S. que

é
X=UDV'=q s,u,V, (34.2)

k=1

Pero como X=UDV'P XV=UDP z=XVi=Ws k=L1,..,p; luego, por (34.2), tendremos que

k=1 k=1 k=1
S "o
Xi=a Vi Z, i=1,..p (34.3)

k=1

2) Lasnuevasvariables son incorreladas entre si.

En efecto, z=skl, luego z' z,=(SkUx )'(Shun)= SkUk' WSk=0, pues los ux eran
incorrelados. En consecuencia, los z también son incorrelados.

3) Veamos que las nuevas variables estan ordenadas decrecientemente seglin sus
varianzas.
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_ 1y e 1 1 t 1_ 2 .
Zc=skub Vaf(Zk)—H"Zk” =ﬁzk Z, =Hskukuksk=ﬁsk, en  consecuencia,

1
Var(zk):—skz, k=1,.p; y por tanto, dado que los sk estaban ordenados
n

decrecientemente, las variables z, estan ordenadas segin lamagnitud de sus varianzas.

En consecuencia, la nuevamatriz de varianzas-covarianzas viene dada por

qo
. _1 . 1,
ESar e

Laobtencion deestamatriz Sz, también puede hacerse por este otro camino dternativo:
E(Z‘Z): l((UD)t(UD)): E(DtUtUD)z l(DtD): 1p2
n n n n n

4) Veamos seguidamente que la varianza total y generalizada de ambos conjuntos de
variables ( € inicial y € de componentes principales) no ha variado en € caso de
elegir e mismo nuimero de Componentes Principales que de variables originales.

En efecto, por un lado tenemos que la suma de las varianzas de las nuevas vaiables es

g ¢ 1
a Va(z,) =a =s /. portantotenemosque
k=1 k=1 N

§Var ) =§ L 2 =1§_ s ?=Por la propiedad 8 delaD.V.S.=
k=1 ke N N =1
1 ¢ 1., g
= —traza(XX") =traza(— X" X) =traza(S, ) = q Var (x;,) P
n n i=1
g _d .
P a Var(z,)=q Var(x;) , como queriamos demostrar.
k=1 i=1
Y, por otro lado, tenemos que
] 2 ]
det(O,) = det(%D 2) = n—lpo s’= %det(XtX) = det(% X'X) = det(O,)
i=1

de donde det (0, ) = det (O, ) , como también queriamos probar.
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5) Veamos a continuacion cual es la bondad de la aproximacion realizada al quedarnos
solo con las q primeras componentes principales.

2 t éq_sz 1éqsz éq_Var(z)
Var. actual :“qX" :Traza(Xqu) _ia CnG& “_ia “
Var. total ||x||2 Traza(XtX) ér‘ 52 ié s? ér‘ var (c,)
k=1 Ny k=1
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