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Resumen

Considerando como técnica de decision el Proceso Analitico Jerarquico, los Intervalos de
Estabilidad nos indican el intervalo en que puede variar uno o varios juicios de una matriz
de comparaciones pareadas sin que por ello se modifique la ordenacién de las alternativas.
En trabajos previos (Aguarén y Moreno, 2000; Aguarén, Escobar y Moreno, 2001) se han
presentado los resultados que permiten determinar estos intervalos en el caso local (equiva-
lente a la consideracién de un solo criterio). En este trabajo se aborda el célculo de dichos
intervalos en el caso global, es decir, considerando la jerarquia completa del problema. El
estudio de estos intervalos de estabilidad permiten alcanzar un mayor conocimiento acerca

del problema considerado.
Palabras clave: Proceso Analitico Jerarquico, Intervalos de Estabilidad

Area tematica: 8. Cuestiones Metodoldgicas Generales

1 Introduccion

En Aguaron y Moreno-Jimenez (2000) se realiza un estudio de sensibilidad local de los
juicios empleados en el Proceso Analitico Jerarquico (Saaty, 1980). Considerando la orde-
nacién de un conjunto finito de alternativas con respecto a un tnico criterio (una tnica
matriz de juicios) se consideran dos contextos diferentes: la seleccién de la mejor alternativa

(problema P.a) y la ordenacién de todas ellas (problema P.y).
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En ambos casos, y considerando que se utiliza el método de la media geométrica como
procedimiento de priorizacion, se han obtenido para cada juicio, para cada alternativa
y para la matriz completa los intervalos de estabilidad y los indices que nos permiten
garantizar, en cada caso, el mantenimiento de la mejor alternativa o la ordenacion de
todas ellas. Estos intervalos se pueden emplear para la obtenciéon de caminos de consenso

entre los diferentes actores durante el proceso de negociacion.

A continuacién extendemos estas ideas a un problema multicriterio, es decir, estudiamos
la relacion existente entre la ordenacién de las alternativas y la al modificacion de juicios
asociados a cualquier matriz de la jerarquia (problema multicriterio), en dos contextos
(problemas P.« y P.7y) y tres situaciones (modificaciones en un juicio, en los juicios de una

fila y en lo juicios de una matriz).

Para los seis escenarios vamos a obtener los intervalos de estabilidad globales, en los que
pueden oscilar los juicios de cualquier matriz de la jerarquia sin que se produzca cambio

de rango entre las alternativas del problema.

A diferencia de lo que ocurria con los intervalos de estabilidad locales, donde se alcanzaban
expresiones cerradas para los mismos, en el caso de intervalos de estabilidad globales no

sucede lo mismo, siendo necesario recurrir a métodos aproximados para su obtencién.

En la seccion 2, se incluyen los resultados tedricos necesarios para los desarrollos posteriores.
En las secciones 3, 4 y 5 se obtienen los intervalos de estabilidad global para un juicio,
para una fila y para una matriz cualquiera de la jerarquia. Finalmente, en la seccion 6 se

recogen las conclusiones del trabajo.

2 Conceptos y Resultados Previos

Sea H una jerarquia con h niveles. Cada uno de estos niveles Ly, £ = 0,..., h tiene un
total de my, elementos. En el nivel superior (Lj) se coloca exclusivamente (my = 1) la
meta u objetivo global (G). En el primer nivel se colocan sus sucesores o descendientes
directos {G;, j =1,...,m1}. En el segundo nivel se encuentran los los sucesores de cada
uno de los m; nodos situados en el primer nivel, hasta un total de ms elementos, y asi

sucesivamente.  En el peniltimo nivel (L;_1) se sitian los “atributos” de la jerarquia:



y en el ultimo nivel (L) las alternativas de la jerarquia:

AH) ={A, l=1,...,n=my}

Definicién 1 Dado un nodo N € L;, k < h — 1, llamaremos atributos del nodo N, y lo

representaremos como 7 (N), al conjunto de atributos T; € L;_; que son descendientes de
N. Es evidente que 7(G) =7 (H).

Consideremos ahora un nodo cualquiera de la jerarquia, N;;, que supondremos se encuentra

en el nivel k-ésimo y en la posicion j-ésima (j = 1,...,my). En lo sucesivo, y por simplificar

la notacion, denotaremos por N = N, al nodo en concreto considerado, por p = n; el

nimero de sucesores de este nodo, y por N* = {N;, i =1,...

de un nodo cualquiera NV donde cada N; = Nj ;.

,p} al conjunto de sucesores

CH)

AlH)

A,

A,

p=1;,
t=m,
n=m,

Definicién 2 Dado un nodo cualquiera, N ¢ A(H), denotamos por w(N) la prioridad

local de dicho nodo (prioridad respecto al nodo del que cuelga), y por w®(N) = w(N|G)

su prioridad global (producto de las prioridades locales de los nodos que forman el camino

que une G con N).




De una forma mas general, denotaremos por w(N|M) al producto de las prioridades lo-
cales de los nodos que forman el camino que une M con N (N descendiente de M). Si
M, Xy,...,X,, N es dicho camino: w(N|M) = w(X7)w(X2) - w(X,)w(N). Con esta no-
tacion se pueden representar las prioridades locales de un nodo N; € Nt como w(N;) =
w(N;|N), y su prioridad global como w%(N;) = w(N;|G).

Lema 1 Dados tres nodos Q, M, N en una trayectoria pero en niveles diferentes (Lg <
Ly < Ly), se tiene
w(N|Q) = w(N|M)w(M|Q)

en particular, si N es descendiente de M (M, N € H) se verifica:

WO(N) = w(N|G) = w(N|M)w(M|G)
Definicién 3 Dada una alternativa A; € A(H) denotamos por w(A;) su prioridad total,
o prioridad respecto al nodo G. Su valor viene dado por

wA) = > w(AIT)w(T)
T;€7(H)

donde w(A;|T;) es su prioridad local respecto al atributo 7; (7; € 7 (H)).

Definicién 4 Llamaremos prioridad total de la alternativa A; respecto al nodo N (N € Ly,
con k < h) y lo representaremos como w(A;|N) a la prioridad total de dicha alternativa

considerando exclusivamente la subjerarquia con nodo superior N:

w(AIN) = > w(A|T)w(T|N)

Tle(N)

A partir de esta definicién la prioridad total de una alternativa A;, w(A4,;), la podemos

expresar también como w(A4;|G).

Lema 2 Dada A, € A(H), Ne Hy N, € NT (N,N; ¢ A(H)), se verifica:
1) W(AIN) = 3 w(A|N))w(Ni| V)
it) w(A4|G) = w(A|G, N) + w(4|G, N°)

iii) w(A4)|G, N) = w(A|N)w(N|G)



w)  w(A|G N) = Xin w(AlNi)w(Ni|G)

v) w(A)|G) =3V w( A N;)w(N;|G) + w(A|G, N°)

donde w(A)|G, N) es la prioridad total de la alternativa A; a través de todas las trayectorias
que van desde A; hasta G pasando por el nodo N, yw(A4;|G, N¢) es la prioridad global (total)
de la alternativa A; a través de todas las trayectorias que van desde A; hasta G sin pasar

por N.

Nota 1. Siel nodo N corresponde con el nodo superior de la jerarquia (G) (meta del problema),
el termino w(Ag|G, N€) es nulo. Ademas consideramos w(N|N) = 1.

Lema 3 Sea N un nodo cualquiera de la jerarquia (N ¢ A(H)), A= (a;;), i,j=1,...,p
la matriz de comparaciones pareadas obtenida al comparar sus p descendientes (N;, i =
1,...,p) entre siyw = (w;), i = 1,...,p el vector de prioridades locales obtenido al aplicar
algiun método de priorizacion sobre las matriz A. Si consideramos una modificacion de la

/

matriz A, A', y el correspondiente vector de prioridades W' = (w;

1) se verifica:

SAIGN) = 5 3 pro ANDLE(N) 1)

!
Wi

— — ! /
donde p; = o s = Yiwiys =W
Lema 4 FEn las mismas condiciones del lema anterior consideremos dos alternativas, Ay,

y Ay, tales que w(Ay) > w(A;). Para que se mantenga la ordenacion relativa de estas dos

alternativas debe verificarse:
S G,Ne
> piw(N;) [Akf ‘|‘WG(N)A%i} >0 (2)
i=1

donde AGN" = W(AR|G, N¢) — w(A)|G, N¢) y AN = W(ALIN;) — w(A|N;).

NotA 2. En concreto la desigualdad anterior se verifica en el caso trivial en que p; = 1 para todo
i, es decir, cuando no se han realizado modificaciones en los juicios de la matriz.



Lema 5 Si en una matriz de comparaciones A = (a;;), el juicio a.5 (1 # s) se convierte

en el valor a’._, el nuevo vector de prioridades obtenido empleando el método de la media

rs?

geométrica es, salvo factor de normalizacion:

/ .
W, = w; Vi#rs
1/n
/
a
r 1/n __ rs
W, = wptl" =w, | —
aT‘S
1/n
a
r 1/n __ TS
w, = Wt = ws <,>
aTS

3 Intervalos de Estabilidad Global de un Juicio

Sea N un nodo de la jerarquia H con sucesores N* = {N;, i = 1,...,p}. Llamaremos juicio
(r,s) del nodo N y lo denotaremos como a,s(N) al juicio correspondiente a la comparacién
de N, con N;. Si A es la matriz de comparaciones pareadas de los nodos de NT, a,,(N)
coincide con el juicio a,s. Si no hay lugar a equivocos lo denotaremos indistintamente de

las dos maneras.

De forma andloga se hablard de la variacién relativa (r,s) del nodo N y lo denotaremos
como t,s(IN) al cociente entre el juicio modificado y el juicio sin modificar correspondientes

a la comparacion de N, y Ni:

a. (N al
trs(N) _ 7‘8( ) — -rs
a’/‘s(N) TS
Definicién 5 Dada una matriz reciproca positiva A = (a;j) coni,j = 1,...,p, correspon-
diente a las comparaciones pareadas de p elementos N;, i = 1,...,p, respecto a un nodo
N cualquiera de una jerarquia H con alternativas Ay, k = 1,...,n, se denominan:

(5a) intervalo de estabilidad relativa global del juicio a,s(N) para un problema P.a, al

intervalo {ozG (N),a% (N )} en el que puede oscilar su variacién relativa, t.s(N), sin

=Ts ? rs

que se produzca cambio de rango en la mejor alternativa del problema.

(5b) intervalo de estabilidad global del juicio a,s(IN) para un problema P.a, al intervalo

en el que puede oscilar el mismo, [aG (N),a% (N )}, sin que se produzca cambio de

=Trs »'rs

rango en la mejor alternativa del problema.



G

rs

(5¢) indice de estabilidad global del juicio ay7,(N) para un problema P.«v a

G@G

s

a%(N) = min{1/a
(5d) Juicio mds Critico o Inestable de la matriz de juicios de un nodo N en un problema

P.a, al juicio con menor indice de estabilidad global.

Definicién 6 En las mismas condiciones de antes se definen:

(6a) intervalo de estabilidad relativa global del juicio a,s(IN) para un problema P.y, al
intervalo hfs(N ), 7% (N )} en el que puede oscilar su variacién relativa, ¢.;(N), sin
que se produzca cambio de rango en la ordenacién de todas las alternativas del

problema.

(6b) intervalo de estabilidad global del juicio a,s(IN) para un problema P.v, al intervalo en
el que puede oscilar el mismo, [gfs(N ), (N )} , sin que se produzca cambio de rango

en la mejor alternativa del problema.

G

rs

(6¢) indice de estabilidad global del juicio at,(N) para un problema P.y a

Yro(N) = min{1/97, 77}

(6d) Juicio mds Critico o Inestable de la matriz de juicios de un nodo N en un problema

P.~y, al juicio con menor indice de estabilidad global.

Teorema 1 Dado un nodo N cualquiera de la jerarquia, y dos alternativas Ay, Ay, tales
que w(Ag) > w(A4,;), la condicion necesaria y suficiente para que al modificar el juicio a,

del nodo N no exista cambio de rango entre dichas alternativas es:

S w(N) [AGY H W (NAN] + pw(N) [AFY + wCE(N)AY ] + 3
i#£T, S
+ Lo(N) [AGY +wC(N)AY] >0

donde p = tL/P.

NotaA 3. La condicién (3) nos conduce a una inecuacién de segundo grado que siempre tendra
soluciones puesto que se verifica para el caso trivial p = 1. Por lo tanto existird un intervalo de
p conteniendo al 1, [p, p], en el cual serd valida. En caso de que la desigualdad se cumpla para
valores negativos tomaremos p = 0.



Teorema 2 Sea una jerarquia H con alternativas Ay, | = 1,...,n, tales que w(A;) >

. > w(Ay). Dado un nodo N cualquiera de la jerarquia, el intervalo de estabilidad

relativo global del juicio a,s de N para un problema P.a viene determinado por [, a%]
donde
[ars, an] = N[e?. 1]
I>1
siendo [gl, pi) el intervalo en el que se verifica la desigualdad:
S w(V) [AGN + WS (NAY] + pw(N,) [AGY +wC(N)AY] +
G,N¢ :
+ Lw(N) [ATY + wC(N)AY] >0

Teorema 3 Sea una jerarquia H con alternativas Ay, 1 =1,...,n, tales que w(Ay) > ... >

w(A,). Dado un nodo N cualquiera de la jerarquia, el intervalo de estabilidad relativo global

del juicio a,s de N para un problema P.y viene determinado por [Yiﬂg] donde

b ) = e )

>1

siendo [gl, o] el intervalo en el que se verifica la desigualdad:

X w(Vi) [Az u Tw (N)A;\Eu} + pw(N;) [Az u Tw (N)Aﬁru}+
1

1#£T, S
+ (V) (AP +wf(N)AY ] >0

3.1 Ejemplo Numérico

Sea la jerarquia

G
7/10| | 13/10
N P
4/ 7 277 1 1/7 2/3—‘—\ 1/3
N1 Nz N3 P1 P2 (Z(’lq)
| ‘ | ‘ | ‘ | ‘ |
A, A, A, A, AlH)




en la que se han indicado las prioridades locales para los nodos N, P, N;, P;,, Vamos a

realizar modificaciones en los juicios correspondientes a Nj.

La matriz de comparaciones pareadas para el nodo N es:

1 2 4
1/2 1 2
1/4 1/2 1

Las prioridades (locales) de las alternativas para cada atributo, asi como las prioridades

globales de los mismos son:

04 02 01 02 0.1
N1 N2 N3 P1 P2 W(AZ|G) W(AllG, NC)
A, 104 03 02 02 04 0.32 0.08
Ay 102 02 04 05 0.3 0.29 0.13
A; 103 02 01 02 0.2 0.23 0.06
Ay 101 03 03 01 0.1 0.16 0.03

En la siguiente tabla se calculan los términos necesarios para determinar los intervalos en

los que se preserva la ordenacion de la alternativa Aj:

AG,NC ANl ANQ ANS
A —Ay, -0.05 02 01 -0.2
Ay — As 0.02 0.1 0.1 0.1
A — Ay 0.05 0.3 0 -0.1

Vamos a determinar el intervalo de estabilidad global relativa del juicio ags(N).
Para las alternativas A; y A, obtenemos:

4 2 11

5[—0.05 +0.7 x 0.2] + ?p[—0.05 +0.7x 0.1] + ?;[—0.05 +0.7x (—=0.2)] >0

donde p = téég.

0.36 004 019
7 7 PT T, =

0.19
0.36 +0.04p — — >0
p

0



Resolviendo la desigualdad se obtiene:

p € (—o0,—9.5] B, oo)

Siempre nos quedamos con el maximo intervalo positivo que contiene al 1:

<[z=)
—, 00

P 9

De forma analoga para A; y As se obtiene:

0.09
0.36 +0.18p + —— >0
p

que se verifica para todo valor de p, por lo que nos quedamos con el intervalo (0, 00).
Finalmente, para A; y Ay:

0.02
1.04+0.1p———2>0
P
obteniéndose el intervalo (aproximado) [5%, oo).
En consecuencia el intervalo de estabilidad global relativo de ag3(N') para un problema P.a
es [(1/2)%, 00) = [1/8,00).
El correspondiente intervalo de estabilidad global de as3(/N) para el problema P.« viene

dado por: [a$%(N),aS(N)] donde

1 1
a e
ag3(N) =2 - =~ ay3(N) = o0
8 4
Anélogamente se determina el correspondiente intervalo para el problema P.y. A partir de

la informacion de la siguiente tabla

AG,NC ANl ANQ ANS
A —Ay, -0.05 02 01 -0.2
Ay — As 0.07 -0.1 0 0.3
Az — Ay 0.03 02 -0.1 -0.2

se construyen las correspondientes inecuaciones cuyas soluciones respectivas para p son
aproximadamente [0.5,00), (0,00) y [0.165,8.33]. El intervalo interseccién es [0.5,8.33] y
el intervalo de estabilidad global para el problema P.y es [0.5%,8.333] & [0.125, 578].
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4 Intervalos de estabilidad global para los juicios de
una fila

Sea N un nodo de la jerarquia H con sucesores N* = {N;, i = 1,...,p}. Llamaremos fila r
del nodo N y lo denotaremos como a,.(N) a los juicios correspondientes a las comparaciones
de N, con N;, © =1,...,p. Si A es la matriz de comparaciones pareadas de los nodos de

N7, a.(N) coincide con la fila r-ésima de la matriz A.

Definicién 7 Dada una matriz reciproca positiva A = (a;;) con 4,7 = 1,...,p, correspon-
diente a las comparaciones pareadas de p elementos N;, i = 1,...,p, respecto a un nodo
N cualquiera de una jerarquia H con alternativas Ay, k =1,...,n, se denominan:

(7a) intervalo reciproco de estabilidad relativa de a,(N) para la ordenacién parcial de las
alternativas A, y A; (k <), al intervalo comin {1/7?7'31(]\7), Wfl(N)] en el que pueden
oscilar simultdneamente todas las variaciones relativas t,;(N), j = 1,...,p, j # r,

sin que se produzca cambio de rango en la ordenacion de las alternativas Ay y A;.

(7Tb) indice de estabilidad global de a,(N) para la ordenacién parcial de las alternativas Ay

kl

%(N) del intervalo reciproco de estabilidad relativa

y A; (k < 1) al extremo superior 7

de a,.(N) para esas alternativas.

Lema 6 Sea N un nodo cualquiera de la jerarquia (N ¢ A(H)), A= (a;;), i,j=1,...,p
la matriz de comparaciones pareadas obtenida al comparar sus p descendientes (N;, i =
1,...,p) y Ag, A dos alternativas tales que w(Ay) > w(A;). Si se realizan modificaciones
en los juicios a.;, © = 1,...,p para que se mantenga la ordenacion relativa de estas dos
alternativas debe verificarse:

> L) AGT + AT + TT 7w (V) [ARY +0¥(N)AY] >0 (4)

1#£r Tri j#Er

Teorema 4 Sea N un nodo cualquiera de la jerarquia (N ¢ A(H)), A = (ai;), i,j =
1,...,p la matriz de comparaciones pareadas obtenida al comparar sus p descendientes
(Niy i =1,...,p) y Ak, A, dos alternativas tales que w(Ay) > w(A4;). Consideremos el

problema de optimizacion binivel:

Max 7,
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s.t.

p
1 c )
Min » ?w(Ni) [A%N + wG(N)AZz}
i Tri
+ T mw(V,) AN + 0¥ (N)AY] > 0
JFr
Ti € [1/70, 7]

El valor de la funcion objetivo en solucion optima, 77, determina el intervalo de mayor

amplitud, [1/7F,7F], en el que pueden localizarse los valores 1,.; de forma que la alternativa

ror

Ay siga siendo preferida a la alternativa A;.

Teorema 5 Sea N un nodo cualquiera de la jerarquia (N ¢ A(H)), A = (ai;), i,j =
1
(Niy, 1 = 1,...,p) y Ax, A, dos alternativas tales que w(Ax) > w(A;). Consideremos el

..., la matriz de comparaciones pareadas obtenida al comparar sus p descendientes

problema de optimizacion:

Mint = M¢aX{MaX{tri,t;1}}
S.1.
~ 1 N;) [AGN L G (N)AN:
> (V) [AGY 4+ WO (V) AN ]

1
i#r tri/p

1 ¢ .
+ It (V) [ARY +w(N)AY] >0
J#T
trs >0

El valor de la funcion objetivo en solucion dptima, t*, determina el intervalo de mayor
amplitud, [1/t*,t*], en el que pueden localizarse las variaciones relativas t.; para que la

alternativa Ay siga siendo preferida a la alternativa A;.

NoTtaA 4. El problema de optimizacién anterior tiene solucién si y solo si existe algin término
A%NC +w@(N )AZ’ negativo (asignado a la correspondiente variable t¢,; un valor lo suficientemente
alto se consigue que el sumatorio sea menor o igual que cero). Si todos estos términos son positivos
quiere decir que la alternativa A domina a A; y no es posible que ocurra un cambio de rango,
por lo que el problema no tiene soluciéon. En tales casos consideraremos que t* = oco.

Definicién 8 Dada una matriz reciproca positiva A = (a;j) coni,j =1,...,p, correspon-
diente a las comparaciones pareadas de p elementos N;, i = 1,...,p, respecto a un nodo
N cualquiera de una jerarquia H con alternativas Ay, k =1,...,n, se denominan:

11



(8a) el intervalo reciproco de estabilidad global de a,.(N) para un problema P.«, al inter-
e

valo comun {1 JaS(N), (N )} en el que pueden oscilar simultaneamente todas las
variaciones relativas ¢,;(N), j = 1,...,p, j # r, sin que se produzca cambio de rango

en la mejor alternativa del problema.

(8b) indice de estabilidad global de a,(N) para un problema P.av como el extremo superior,

a%(N), del intervalo reciproco de estabilidad global de a,(N) para ese problema.

T

(8¢) Elemento o Fila mds Critico o Inestable de la matriz de juicios de un nodo N en un

problema P.«, a aquella fila con menor indice de estabilidad global.

Definicién 9 Dada una matriz reciproca positiva A = (a;;) con i, = 1,...,p, correspon-
diente a las comparaciones pareadas de p elementos N;, ¢ = 1,...,p, respecto a un nodo
N cualquiera de una jerarquia H con alternativas Ay, k =1,...,n, se denominan:

(9a) el intervalo reciproco de estabilidad global de a,(N) para un problema P.7y, al inter-
valo comin [1 /7¢(N), & (N )} en el que pueden oscilar simultdneamente todas las
variaciones relativas t,;(N), j = 1,...,p, j # r, sin que se produzca cambio de rango

en la ordenacién de todas las alternativas del problema.

(9b) indice de estabilidad global de a,.(N) para un problema P.7y como el extremo superior,

7%(N), del intervalo reciproco de estabilidad global de a,(N) para ese problema.

(9¢) Elemento o Fila mds Critico o Inestable de la matriz de juicios de un nodo N en un

problema P.v, a aquella fila con menor indice de estabilidad global.

Teorema 6 Sea una jerarquia H con alternativas A;, 1 =1,...,n, tales que w(Ay) > ... >
w(Ap). Dado un nodo N cualquiera de la jerarquia, el intervalo reciproco de estabilidad
global de a.(N) de N para un problema P.«c viene determinado por {1/af(N),aTG(N)}

donde aS(N) = min;s1 t y t; es la solucién éptima del problema

Mint = M¢aX{MaX{tri,t;l}}

S.1.
5o G,N¢ G N
> WW(NI) [All +w”(N)Ay }
i#Er bpg
+ JI 0w [AGY +wC(N)AY] >0
J#T
trs 20
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Teorema 7 Sea una jerarquia H con alternativas Ay, 1 =1,...,n, tales que w(Ay) > ... >
w(Ay,). Dado un nodo N cualquiera de la jerarquia, el intervalo reciproco de estabilidad
global de a.(N) de N para un problema P.y viene determinado por [I/VTG(N),%G(N)}

donde Y& (N) = mings, tf y t; es la solucién éptima del problema

Mint = Mgﬁax{l\/[ax{tri,tr_il}}
s.t.
S aNe | G N;
Zﬁw(Ni) {Alfll tw (N)Aku}
i#r Upg
+ Lt w®) [AFY +wC(N)AM] > 0
J#T
trs 2 0

5 Intervalos de estabilidad global para los juicios de
una matriz

Definicién 10 Dada una matriz reciproca positiva A = (a;;) con i,j = 1,...,n, corre-
spondiente a las comparaciones pareadas de p elementos N;, i« = 1,...,p, respecto a un
nodo N cualquiera de una jerarquia H con alternativas Ay, k =1,...,n, se denominan:

(10a) el intervalo reciproco de estabilidad global de N para un problema P.a, al intervalo
comun [1 / aG,aG} en el que pueden oscilar las variaciones relativas de todos los
juicios de la matriz A sin que se produzca cambio de rango en la mejor alternativa

del problema.

(10b) indice de estabilidad global del nodo N para un problema P.ac como el extremo supe-

rior, o, del intervalo global de estabilidad de N para ese problema.

(10c) Nodo mds Critico de una Jerarquia para un problema P.« a aquel nodo de la jerarquia

con menor indice de estabilidad global.

Definicién 11 En las mismas condiciones de antes se definen:

(11a) el intervalo reciproco de estabilidad global de los juicios de N para un problema P.y,

al intervalo comun {1 / 'yG,’yG} en el que pueden oscilar las variaciones relativas de
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todos los juicios de la matriz A sin que se produzca cambio de rango en la ordenacion

de las alternativas.

(11b) indice de estabilidad global del nodo N para un problema P.y como el extremo supe-

rior, 7, del intervalo global de estabilidad de N para ese problema.

(11c) Nodo mds Critico de una Jerarquia para un problema P.gammaa a aquel nodo de la

jerarquia con menor indice de estabilidad global.

Lema 7 Sea N un nodo cualquiera de la jerarquia (N ¢ A(H)), A= (a;;), i,j=1,...,p
la matriz de comparaciones pareadas obtenida al comparar sus p descendientes (N;, i =
L,...,p) y Ag, A dos alternativas tales que w(Ag) > w(A;). Si se realizan modificaciones
en todos los juicios de la matriz A, para que se mantenga la ordenacion relativa de estas

dos alternativas debe verificarse:

i 1t 0V [AGY + W (N)AY] >0 (5)

i=1j#i

Haciendo z;; = t}j/p y A = w(V;) [AkGl’Nc + w%(N )Aéﬂ la expresién obtenida anterior-
mente se convierte en

P p
= j=1

=1

con z;;xj; = 1, donde Y; A; > 0 (recordemos que para t;; = 1, las alternativas mantienen

sus prioridades).

Nos interesa determinar un intervalo [a~!, o] tal que si z;; € [a™!, o] la desigualdad se

cumpla. En particular nos interesa el intervalo de mayor amplitud (o maximo).

Haciendo la transformacién y; = log x; obtenemos la expresion:
Fly) =3 A= 20 (©)

donde y;; + yj; = 0.

Al igual que ocurria en el caso de una fila de la matriz, nos interesa determinar la maxima

bola (norma L.,) centrada en el origen que verifique la desigualdad (6).
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Teorema 8 Sea el problema de optimizacion

Mina = Max{|y:|, i=1,...,q}
s.t.
p P
ZAieZizl Yis S 0
i=1

Yij + 450 =0

El valor de la funcion objetivo en solucion optima, a*, determina el radio de la mdxima

bola centrada en el origen que cumple la condicién (?7).

Teorema 9 Sea N un nodo cualquiera de la jerarquia (N ¢ A(H)), A = (ai;), i,j =
1,...,p la matriz de comparaciones pareadas obtenida al comparar sus p descendientes
(Niy, 1 = 1,...,p) y Ax, A, dos alternativas tales que w(Ax) > w(A;). Consideremos el

problema de optimizacion:

Mint = Max{t;;,i,j=1,...,p;i#j}
S.1.
p
1 G,Ne ;
ZHtij/pw(Ni) [Ak{N + WG(N)A%} >0
i=1 j£i
tijtﬂ =1
tT‘S Z 0
El valor de la funcion objetivo en solucion optima, t*, determina el intervalo de mayor

amplitud, [1/t*,t*], en el que pueden localizarse las variaciones relativas de todos los juicios

de A de forma que la alternativa Ay siga siendo preferida a la alternativa A;.

NotA 5. Los comentarios realizados sobre la factibilidad del problema en el caso de una fila
siguen siendo validos en esta situacion.

Teorema 10 Sea una jerarquia H con alternativas Ay, 1 = 1,....n, tales que w(Ay) >
... > w(A,). Dado un nodo N cualquiera de la jerarquia, el intervalo reciproco de estabil-
idad global de N para un problema P.a viene determinado por [1/04G(N),04G(N)} donde

a%(N) = min;s1 tf y t7 es la solucién dptima del problema
Mint = Max{t;;,i,j=1,...,p;i# j}
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s.t.
p
1 G,N°¢ i
> Htij/pW<Ni) [Au + WG(N)AJ;” >0
i=1 j£i
tijtji =1
trs 20

Teorema 11 Sea una jerarquia H con alternativas A;, | = 1,...,n, tales que w(A;) >
... 2 w(A,). Dado un nodo N cualquiera de la jerarquia, el intervalo reciproco de esta-
bilidad global de N para un problema P.y viene determinado por [1/7G(N),7G(N)} donde

7Y (N) = mingy ] y tf es la solucidn éptima del problema

Mint = Max{t;;,i,j=1,....p;i #j}
s.t.
SSTT (V) [AEY; +wS(N)aY, ] 2 0
i=1 j#i
titi =1
trs >0

6 Conclusiones

Centrandonos en el Andlisis de Sensibilidad (estabilidad) de las ordenaciones obtenidas al
aplicar el Proceso Analitico Jerarquico, el trabajo determina los intervalos de estabilidad
globales de un juicio en dos ambitos diferentes (problemas tipo 'y ), esto es, se calcula
el intervalo en el que puede oscilar un juicio de una matriz cualquiera de la jerarquia sin
que se produzca cambio de rango en la seleccién de la mejor alternativa (problema tipo a)

ni cambio de rango en la ordenacién de todas las alternativas (problema tipo ).

Los intervalos de estabilidad, obtenidos utilizando el método de la media geométrica por
filas como procedimiento de priorizacién, permiten, bajo el paradigma de la racionalidad
procedimental multicriterio, detectar hechos diferenciados o regularidades y fijar caminos
de consenso que favorezcan el proceso negociador entre los actores implicados en la toma
de decisiones. Esta filosofia negociadora esta siendo especialmente recomendada en la
resolucion de problemas complejos en los que intervienen multiples escenarios, actores y

criterios.
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