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RESUM EN

¢Tiene sentido establecer un orden de preferencias entre curvas de Lorenz con igual indice de
Gini?. En este trabajo se contesta a la anterior pregunta, para €llo, en primer lugar, se comparan
dos curvas de Lorenz triangulares, procedentes de poblaciones con dos niveles de renta, que tienen
igual indice de Gini. Se comprueba, que aquella curva cuyo vértice no trivial tiene una abscisa més
cercana a valor 0,5 también tiene més cercanos sus dos niveles de renta. La aproximacion de los
dos niveles de renta se produce mediante mecanismos que pueden interpretarse como
transferencias progresivas de renta, aunque éstos mecanismos difieren seglin que la mayor
proximidad de laabscisadel vérticea valor 0,5 se produzca por la derecha o por laizquierda.

En segundo lugar, se generalizan el concepto de preferencia dentro de curvas de Lorenz
poligonales con n vértices no triviales construidas para n+1 niveles de rentay con igual indice de
Gini para lo cua constituyen un excelente instrumento de andlisis.También, en este caso se
interpreta el orden de preferencias entre dos funciones de Lorenz con igual indice de Gini como
una consecuenciade transferencias progresivas de renta. Serevisa el concepto detransferencias de
renta y se define un indice de progresividad sobre lo que se denomina vector neto de
transferencias.

PALABRASCLAVE: Curvas de Lorenz Poligonales, Indice de Concentracién de Gini, Transferencias de
Renta, Orden de preferencia.
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1.- INTRODUCCION

Como muestra la literatura especializada, cada vez son mas numerosas las publicaciones que
hacen referencia ala medicion de la desigualdad de la renta. El creciente interés en torno a este tema,
se debe fundamentalmente a la estrecha relacion existente entre la desiguadad de la rentay €
bienestar sociad (Dagum, C. 2001) y a su utilidad para definir objetivos de determinadas politicas
econdémicas asi como contrastar €l efecto de las correspondientes acciones de politica econdmica.

Generdmente, no sdlo se edtd interesado en andlizar la desiguadad de la renta de una
determinada distribucion y ver su evolucion en € tiempo, sino en comparar la desigualdad asociada a

diferentes distribuciones de renta. Estas comparaciones, permiten establecer 6rdenes de preferencia de
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forma que en funcion del principio de aversion socia aladesigualdad ( Dagum C. 1993), se preferiran
las distribuciones de renta que presenten menor desigualdad.

El criterio mas utilizado para ordenar distribuciones de renta, es la comparacion de curvas de
Lorenz. Este criterio es vdido siempre que las curvas de Lorenz no se crucen; situacion que como
muestran estudios al respecto, (Bishop, JA., Formby, JP. y Smith, W.J., 1991) es comun, cuando los
indices de concentracion estdn proximos. Cuando las curvas de Lorenz se cruzan, o més usua es
ordenar las distribuciones en funcion de los diversos indices de desigualdad disponibles. No obstante
existen otros enfoques alternativos, como trabagjar con curvas de Lorenz ordenadas ( Sarabia, JM. y
Pascud M., 2000) o utilizar la condicion suficiente obtenida por Lafuente L. M. (1994a) que permite
ordenar curvas de Lorenz que se cruzan alo sumo unavez .

Aungue existen diferentes criterios de ordenacion de distribuciones de renta, se ha demostrado
la equivalencia entre algunos de dllos, asi € criterio de dominancia de Lorenz es equivaente a la
dominancia estocastica de segundo grado (Lafuente L, M. 1994b) y a orden de mayorizacion (Arnold,
B.C. 1986). También se establece una equivaencia (Prieto A. M., 1998) entre € criterio de
dominancia de Lorenz y € principio de Transferencias de Pigou-Dalton (Dalton, 1920). De acuerdo
con este principio, la desigualdad deberia disminuir cuando la renta se transfiere de una persona con
mayor nivel de renta a otra con un nivel inferior, es decir, la desiguadad disminuye cuando tiene lugar
una transferencia de renta progresiva. Sin embargo se observa con frecuencia que para pasar de una
distribucion de rentas a otra es necesario redizar un proceso mixto de transferencias de renta
progresivas y regresivas. El Principio de Pigou- Daton (Daton, 1920) no es suficiente para clasificar
las distribuciones. Aunque este principio deben cumplirlo todas las medidas de desiguadad, trabajos
redlizados por diversos autores, entre otros, Amid, Y. y Cowdl, F.A. (1992), Bdlano, C. y Ruiz-
Cadillo, J. (1992) y Heurbaey M. y Philippe M. (2001), cuestionan & cumplimiento y la vaidez del
mismo .

En este trabgjo, se andiza € problema de la ordenacién de curvas de Lorenz con igua indice
de Gini, utilizandose como herramienta base las Funciones de Lorenz Poligonaes (FLP). Este tipo de
Funciones de Lorenz, es de uso generdizado en las aplicaciones empiricas, debido a que la
informacion sobre rentas habitualmente esta ordenada en tablas de cuartiles” y permiten obtener una
aproximacion empirica de la curva de Lorenz, sin necesidad de modelos previamente especificados
gue pueden presentar problemas de rigidez y mala especificacion.

Se comprueba fehacientemente la existencia de Funciones de Lorerz con igud indice de Gini
gue no son indiferentes. Este fendmeno se observa de forma muy intuitiva y sencilla sobre un caso
particular de FLP que son las funciones con un solo vértice no trivia o triangulares (véase epigrafe 4).

! Obsérvese que la metodologia elemental de construccién de curvas de Lorenz da como resultado una FLP
cuando la informacién disponible se encuentra en tablas estadisticas de renta con agrupacién de datos (por
ejemplo tablas de deciles)
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La estructura del articulo es la siguiente: en € segundo epigrafe se define € concepto de FLP
y se demuestra que una curva de Lorenz es poligonal s y sblo s procede de una distribucion con n+1
niveles de renta. Cuando se trabgja con datos de renta agrupados, los n+1 niveles de renta se
corresponden con la marca de clase de los intervalos. En € tercer epigrafe se calcula el indice de Gini
asociado a una FLP, en funcidn de sus vértices y en funcion de los diferentes niveles de renta. En €
epigrafe cuarto se introducen, en primer lugar, las Funciones Poligonaes Triangulares (FLT) como
caso particular de las FLP y en segundo lugar, se proporciona una sencilla 'y Util expresién para su
indice de Gini. Las FLT permiten observar muy claramente, como puede establecerse un orden
preferencial entre FLT que se cruzan y que tienen € mismo indice de Gini demostrando de forma
intuitiva y clara la existencia de curvas de Lorenz que no son indiferentes a pesar de poseer igua
indice de Gini.

En e quinto epigrafe se definen las combinaciones lineales convexas de FLT y se demuestra
gue una funcion de Lorenz es poligona sy solo s es combinacion convexa de funciones triangulares,
existiendo mas de una combinacion convexa gque genera la misma FLP. Se demuestra que toda FLP
con n vérticesy n+1 niveles de renta tiene una descomposicion triangular Unica cuyas n1 primeras
FLT tienen sus vértices sobre € ge de abscisas. Esta descomposicion recibe € nombre de Espectro
Triangular de la FLP. Tales descomposiciones permiten demostrar de forma fécil la existencia de FLP
gue tienen més de un vértice no trivia, con igud indice de Gini y que tampoco son indiferentes

En € sexto epigrafe se particulariza € concepto de FLP a funciones poligonaes de paso
constante, que seran aguellas en las que sus vértices tienen las abscisas definidas mediante una malla
regular sobre € intervao (0,1) siendo, por tanto, equidistantes. Este es € caso de una curva de Lorenz
construida a partir de los intervalos de renta determinados por los deciles o por cuaquier otro conjunto
regular de cuantiles.

En el séptimo epigrafe, se estudian los fendmenos de transferencias de rentay e efecto sobre
las FLP y sus indices de Gini. Se comprueba que es factible redizar transferencias de renta
progresivas que dglan invariante d indice de Gini. Se delimita € concepto de transferencia progresiva
y regresiva y se define un indice de progresividad y regresividad asociado a cualquier operacion de
redistribucién de renta.

En e epigrafe octavo, se muestra un gjemplo con datos reaes correspondiente a La Riogjay
Baleares que tienen indices de Gini smilares y sus curvas de Lorenz se cortan. Se muestra como se
pasa de una estructura de renta a otra mediante una transferencia que aunque no es totalmente

progresiva, tiene més de progresividad que de regresividad.
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2. FUNCIONES DE LORENZ POLIGONALES.

2.1 DEFINICION.

Sea un conjunto de n vérticesV ={(a,,d,),(a,,d,).....(a,,d, )} que verifican Ias siguientes

condiciones
a O<a,<a,<...<a,<l1 (@)
b-0<d £a, "i=12....n 2
c- dl-d() <d2-d1 <““<dn+1_dn <¥ ©)
-, -q ang-Q,

donde (,,d,)° (0.0) y (ay.,.d,..)° (11).
L lamaremos Funcién de Lorenz Poligonal (FLP) sobre el conjunto V' de n vértices no triviaes

alafunciéon

L0293 (pa )+d, "pilasal "iz12..041 @

i i-1
Esta funcion posee ademés de los n vértices del conjunto V los dos vértices triviales (0,0) y (1,1) de

toda curva de concentracion de Lorenz.

2.2 PROPOSICION.
Una curva de Lorenz es poligonal s y solo s proviene de una distribucion con n+1 niveles de

renta.
Supongamos en primer lugar una distribucion de rentas con n+1 niveles. Mas concretamente
sean
0<K,<K,,..<K  <+¥ (5
los niveles de rentay
a -ay,a,-a,... Q- A, (©)

las correspondientes proporciones de poblacion que percibe cada nivel de renta. Sea

n+l
I’T'Fé Ki (ai - ai-l) @
i=1
el nive medio de renta, y
K, =K/m "i=12..,n+1 ®)

Es obvio que la curva de concentracion de Lorenz para esta distribucion de rentas es

i-1 R _
La,K(p):é. Ki(aj ) aj-1)+Ki(p' ai—l) " pl [ai—l’ai] "1=l.,n+1 (9
=
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S llamamos
d,:élKj@j-aJ ) (10)
-
entonces puede escribirse
K, = d-d, ., =1..n+1 (11)
a-a,

y laecuacion (9) quedade laforma
L(p)=d,+K/(p-a.) "plla.al "i=l.n+1 @
Sudtituyendo (11) en (12) resulta (4) y por tanto se puede concluir que toda curva de Lorenz

correspondiente a una distribucion de renta discreta con n+ 1 niveles de renta es una FLP
Obsérvese que los niveles estandarizados de renta K, = K| / Mpueden considerarse expresados

en unidades de tamarfio igual a la renta media poblacional, y que la curva de Lorenz resultante es
independiente de este valor medio de los nivees de renta. S dichos niveles de renta se han
estandarizado entonces

n+1l
a K, (ai -a,)=1 (13)
i=1
s por € contrario no lo han sido, hay que estandarizarlos para construir la funcion de Lorenz.
Veamos que toda FLP corresponde a una curva de Lorenz sobre una dstribucion de renta
discreta. DadoV ={(a,.d,),(@,.d,).....(a, ,d, )} conjunto de vértices no triviales de la FLP, se puede

utilizar la expresion (11) para obtener € conjunto de las n+1 rentas estandarizadas que perciben las
proporciones de poblacién

a-a, "i=l.,n+l (19
y donde se supone a, =0ya,,, =1. Obsérvese que este resultado es vdido para cualquier nivel

medio de renta mqgue es irrecuperable desde la FLP.
2.3 PROPOSICION.

Sea d; ladistanciadel vérticei-ésmo dela FLP alabisectriz del cuadrado. Se verifica que
di - di—l
a-a,

K, =1- J20 mi=12..,n+1 (15)

En efecto, no es dificil comprobar que la interseccion de la perpendicular ala bisectriz que pasa por €

vértice no trivid de coordenadas (ai ,di) con la propia bisectriz, es € punto de coordenadas

(@ +d)/2,(a +d)/2) y queladistanciaentre ambos puntos es

d = (ai -d )/‘/E (16)
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Si ahora tenemos en cuenta (11) podemos escribir

K, =1- (ai - di)' (ai-l' ql)

(17)
a -a,

de donde resulta ser cierta la proposicion, teniendo en cuenta que para los dos vértices triviales,
Situados sobre la bisectriz, evidentemente se verifica que dp = dn.y = 0.

3. INDICE DE GINI DE FUNCIONES POLIGONALES.

Para cualquier curva de Lorenz € indice de Gini se calcula mediante la expresion (Dagum C,
1987)

G=1- 2¢}-(p)dp (18)

Cuando la curva es poligonal, laintegral de (18) representa la sumade las éreas de | os trapecios de

base a, - a, ,y aturas mayor y menord. yd._, respectivamente. Como consecuencia, puede ecribirse
n+l
G(é.,é'l) =1- é (ai B ai-l)(di +di-l)

(19)
i=1
3.1 PROPOSICION.

Se verificaque

claa)=4a.d-ad, (20)
i=2
G(4.4)° G(a,K)=1- gl(df S )UK @)
i=1

B9 o

G(é’a)o G(é’K):]-' 2a a Kj @j - aj—lxai - ai-1)+a Ki(ai - ai-1)2 (22)

i=1 j=1 i=1

En efecto, (20) resulta casi triviadlmente quitando los @aréntesis en (19) y smplificando; la expresion

(21) resulta inmediatamente de (11) y (19). En lo que respecta a la expresion (22) se ha de tener en

1

cuenta gque en virtud de (10) puede escribirse

d=d.,+K (ai : ai—l) (23)
Sudtituyendo (23) en (19) y sustituyendo d;.; por su equivalente segiin (10) resulta

G(é_,é_)o G(é,K)Zl- Zglé.l Ki @J’ B aj-lXai - ai-l)' gl Ki (ai - ai—1)2 (24)
i=1 j=1 i=1
de donde se obtiene trividmente (22)

4. FUNCIONES DE LORENZ TRIANGULARES (FLT).

Las FLT son un caso particular de FLP con un solo vértice no trivial, pero muestran de forma
clara e intuitiva que puede establecerse un orden preferencial entre dos FLT que se cruzan y con un
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mismo indice de concentracién de Gini; por €elo, particularizaremos la notacién del apartado anterior
con objeto de describir |as razones de esta preferencia.

Una funcion de Lorenz triangular con vertice no trivial (a, b) tiene de ecuacion

_1Kp p£a
=0 p-a)eb pea

(25)
donde en virtud de (11)

K,=b/a y K,=(1- b)/(1-a) (26)
son los dos niveles de renta estandarizados correspondientes a esta FLT. Usando (20) es trivia
comprobar que € indice de Gini es

G=a-b 27

La expresion (27) muestra claramente que 0 £ G £ a . Como consecuencia, todas las FLT con indice
de Gini G tienen & vértice con abcisa superior o igua a G y obviamente € vértice no trivid de

cuaquier FLT es de Iaforma(a,a - G). Por otra parte, de (26) y (27) se pueden obtener facilmente

las expresiones
K, _1+G/(1- a) 29
K, 1- G/a
G
K,- K, = 29
2 1 a(l- a) ( )

Manteniendo G constante y haciendo variar a entre G y 1 se obtienen en (29) distintas diferencias
entre los dos niveles de renta. ElI denominador de (29) es un polinomio de grado 2 en a que posee un

maximo en 0,5. Como consecuencia la minima diferencia entre los dos niveles de rentade unaFLT se
alcanzaen a =0,5.

La diferencia entre los niveles dto y bgo de renta O©) puede utilizarse como criterio de
ordenacion de FLT que se cortan y tienen igua indice de Gini. De esta forma, en funcién del principio
de aversion social a la desigualdad (Dagum, C., 1993) se preferira aguella distribucion con menor
diferencia entre niveles de renta.

A modo de giemplo, supongamos dos FLT L,y L, cuyos respectivos vérticesson (&, G-a)y
(&, G&). Dependiendo de la posicién de los vértices se distinguen dos situaciones:

1) 050a<&d01
En virtud de la expreson (27), € nivel de renta ato y bagjo esta més proximo en L que enL,, es
decir D, < D,. Ademés, la proporcion de poblacion que percibe €l nivel bajo de renta (&) en L, es por
hipotesis inferior @ delL, . Resulta indiscutible que la primera FLT es preferida ala segunda a pesar de

gue ambas se corten y posean & mismo indice de Gini.
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Se puede pasar de la segunda distribucidén a la primera, disminuyendo € porcentge de
individuos con renta bgja y la diferencia entre niveles de renta (D) mediante transferencias de renta
progresivas.

2 4<alos
En este caso la diferencia entre niveles de renta (29) continua siendo favorable alL,, aunquela

proporcion de rentas del nivel bajo se eleva con respecto ala proporcion de rentas bajas enl, .

Deigua modo que en € caso anterior, se puede pasar de la primera a la segunda distribucién,
mediante transferencias progresivas de renta, de forma gque se eleva e nivel de renta bgjay disminuye
el nivel de renta dta, disminuyendo a su vez la proporcion de individuos con rentas altas. En efecto:

at a
K1 = < 1=
(at G) (a- G)

(30)

. @1-a9 _ a
K$= L awrg) K" aro)

(31)

Siendo (30) y (31) ciertasen virtud de G 0 &< al 0,5, se puede afirmar también que laprimera FLT
es preferida ala segunda a pesar de poseer ambas € mismo indice de Gini.

Resumiendo, se puede afirmar que dadas dos FLT con igua indice de Gini, se prefiere aquella
con vértice de abscisa més proximaal valor 0.5.

Ha de destacarse que en las dos situaciones descritas, como ya se ha dicho con anterioridad, es
posible disminuir la diferencia entre niveles atos y bgjos de renta, mediante transferencias progresivas
de la misma, permaneciendo € indice de Gini constante. Por |o tanto, |a ordenacion de distribuciones
de renta, en funcion de D, cumple € principio de Pigou-Dalton’ ( Daton, 1920), no ocurriendo igua
con e indice de Gini que permanece constante ante transferencias de niveles superiores ainferiores de

renta.
5. COMBINACIONES CONVEXAS DE FUNCIONES DE LORENZ TRIANGULARES.

5.1 PROPOSICION.

Toda combinacion linea convexa de n FLT con vértices (ai, )i:1,2,...,ncon

coeficientesq i =1,2,....,nes una FLP cuyo conjunto de vértices no trivides es
VvV ={(a,,d )i =12....,n} donde
B i61 61
d = aqj{Kj,z(ai - q )+ bj}+aquj,1ai (32)
j=1 j=i
y donde para ambas sumatorias en (32) se entiende que s en alguna de ellas € valor fina del indice es
més pequefio que € inicia dicha sumatoria vale cero. Por gemplo, para i = 1, en (32), la primera

2 Principio de Pigou-Dalton: Siempre que se realizan transferencias progresivas de renta, el valor del indice de
desigualdad disminuye.
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sumatoria es cero porgue € indice de la sumatoria debe comenzar en 1y terminar en cero. Dicho de
otraformaen este caso dei = 1 laexpresién (32) queda reducida a la segunda sumatoria.

En efecto, la expresion (32) es consecuencia inmediata de (25), sendo K ,,K;, j=12...,n
los niveles atos y bajos de renta de las respectivas FLT que forman parte de la combinacion convexa;

de acuerdo con (26), dicha expresion (32) puede expresarse de la siguiente forma

1? Yo, -a)+bhrdia e @
fel-a, b

d=
a qj a2
Segun la regla excepciona establecida para las sumatorias en (32) y por afiadidura en (33), no es

j=i j

dificil comprobar que también pueden obtenerse de élaslos valores trivialesdy =0y dyey = 1

5.2 PROPOSICION.
Se verifica que los niveles de renta de la FL P resultante de la combinacion convexa son

1

Qo;

K. =

n u )
akK,,+a qujvlg "i=12.n+1 (34

1 j=i

—_— ——

i
En efecto, en virtud de (32) se verificaque

Ill

3 u .
di - di-l :( ) aq K »ta quJﬁlg 1=h2ensd (35
j=i

Ti=

y teniendo en cuenta (11), de (35) se obtiene inmediatamente (34).

5.2.1 COROLARIO.
Para toda FLP y toda descomposicion triangular de ella se verifica que

K- K =q(K,-K,) "i=12..,n (3

La demostracién es trivial desde (34).

5.3LEMA.
Paratoda FLP con n+1 niveles de renta se verifica que

n-1

a (K. -K)t-a)<t @

i=1

En efecto
é. ( i+1” )(1' a ): a Ki(ai - ai-l)' K. (39)

La igualdad (38) se obtiene fécilmente quitando paréntesis y reordenando convenientemente los

sumandos en e término izquierdo. Usando (13) puede escribirse

8 (K- K- a)=1- K, (39

i=1
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Por dltimo, en virtud de (5), (7) y (8) se verificaque 0< K, <1y como consecuencia (37) es cierta

Notese que s se admite un primer nivel de renta K; = 0 6 K; = 1, ladesiguddad (37) sigue
sendo vaida

5.4 PROPOSICION.
Toda FLP con n vértices no trivides y n+1 niveles de renta, admite un infinito no numerable
de descomposiciones en combinacion lineal convexaden FLT.
En efecto, para cada juego de coeficientes g; | = 1,2,...,n tales que
q°(1-a)Ku,-K) "i=12..n (40)
de los que exige un infinito no numerable en virtud de (37), es posible calcular desde (36) las
siguientes diferencias

K,-K,=(K.-K)g "i=12..n (4
Como consecuencia, teniendo en cuenta (27) y (29) puede escribirse
a-b _Ka-Ko wisgp 0 @
ai(l' ai) q
de donde resulta
i 1-a K., - K )u
bi =ai|'1_ ( I)( i+1 I)' (43)
i a b

Notese que (42), en virtud de (40), sempre proporciona valores admisibles. Es decir
Of£b £a "i1=12,..,n (44)
5.4.1 COROLARIO.
Toda FLP con n vérticesy n+1 niveles de renta no nulos tiene una descomposicion triangular

Unica cuyas nl primeras FLT tienen sus vértices sobre € ge de abscisas. Dicha descomposicion
recibira el nombre de Espectro Triangular de la FLP.

En efecto, dadaslas FLT de vértices (ai ,O)i =12,...,n- lenvirtud de (26) y (41) setiene
g=01-a)K,-K) "i=12..,n-1 (45

LaultimaFLT tiene d vértice (a b ) donde, en virtud de (43)

n?™=n

i u
bn :ar}l_ (1- an)(}izﬂ - Kn)‘ly (45b)
© 1da |

Pero como consecuenciade (45) y de (39) se puede escribir que

glqi + (1- an)(Kn+1 - Kn) =1- Kl (46)
i=1
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Yy por tanto
n-1
qn :1- é. qi = K1+ (1- a‘n)(Kn+l - Kn) (47)
i=1
lo que conduce a

b — anKl
" K1 +(1- a'n )(Kn+l- Kn)

S se admite un primer nivel de renta nulo entonces (48) se anula 'y la n-ésma FLT de

(48)

espectro triangular también tiene su vértice sobre el ge de abscisas. En este caso (47) se transforma en
(45) parad caso particular dei = n.
5.4.2 COROLARIO.

Sea una FLP de vértices (a,,d,)i =1,2,..,n y niveles de renta K,,K,,...K, ., y sea

S =K1 - K, . Seveificaque € indice de Gini puede calcularse mediante la expresion

Gak)=asal-a) @

i=
Dada una descomposicion triangular cualquiera de la citada FLP, en virtud de (29) se verifica para
cadaFLT que
G :(Ki,z - Kis i(l' ai) (50)

Puesto que € indice de Gini de la combinacion convexa es la combinacion de los indices de Gini
(Fellman. J., 2001) de las componentes, puede afirmarse que
. g g
G(a’K):aini =aQ(Ki,2' Kis i(l' ai) (51)
i=1 i=1
s ahora se tiene en cuenta (40) la proposicion resulta evidentemente cierta.

Notese que, manteniendo constantes las abscisas de los vértices, S se produce una
disminucion en agun s, para dgar indterable @ indice de Gini es necesaria una compensacion
aumentando alguno o varios s dternativos. Siempre que i < | se puede interpretar este movimiento
como una transferencia progresiva de rentas que hace la nueva FLP mas preferida que la original a

pesar de que €l indice de Gini es constante.

5.4.3 COROLARIO.
Paratodo i=1,2,..n+1,sea s = K,,, - K, y a =a, - 0,5. Se verifica entonces que
G(as)° G(a.K)=4 s(0.25- a?) (2

i=1

Enefecto, a (1- a,) =(0,5+a)(0,5- a,) =0,25- a’ y sustituyendo en (49) se obtiene (52).



17/06/2002 pég. 12

Notese que s los vértices de la FLP sufren un movimiento tal que su abscisa se aproxima al
vaor 05 (lo que significa una disminucién de los valores a*) entonces, para mantener € indice de

Gini congtante, es necesario disminuir las distancias entre los niveles de renta, con lo cua la nueva
FLP es més preferida.
5.4.4 COROLARIO.

Sea

r=a_(l-a_)-a(l-a)i=12..,n+1 (53)

se verifica entonces que

G(r,K)OG(é,K)zglriKi (54)

i=1
La demostracién esinmediata a partir de (49)
5.45 COROLARIO.

Sean dos vectores de rentas K ; y K, correspondientes a sendas FLP con n vértices no triviales
cuyas abscisas son comunes en ambas. Sead = K, - K, y sear e vector columna cuyas componentes
estan definidas en (53). Se verifica que ambas FLP tienen igual indicede Gini sy solos r ™ d.

En efecto, en virtud de (54) ambas FLP tienen igua indicede Gini sy solo s

rK,=r'k, 0 r'(K,-K,)=0 (55
5.5 PROPOSICION

Como consecuencia inmediata de las proposiciones 5.1 y 5.4 se tiene que una Funcion de
Lorenz es poligona s y solo s es combinacion convexa de funciones triangulares. Aunque siempre
existe més de una combinacién convexa que generan lamisma FLP.

5.6 PROPOSICION.

Todas FLP con n vértices de abscisas fijas e indice de Gini G constante estén generadas por
vectores de n+1 niveles de renta rentas que pertenecen a un subespacio de dimension n-1.

En efecto dichos vectores de renta han de verificar dos redtricciones lineales que se
corresponden con la condicién (13) de rentas normalizadas y con la condicién (54) para que € indice
de Gini tenga un valor determinado G.

Puesto que la combinacion convexa de FLP con n vértices de abscisas fijas e indice de Gini
constante es otra FLP con n vértices cuyas abscisas son las mismas anteriores y con igua indice de
Gini, se puede afirmar que dicha clase de FLP es un espacio vectorial convexo isomorfo a espacio
vectoria de niveles de rentay dimension n-1 anterior.

6. FUNCIONES DE LORENZ POLIGONALESDE PASO CONSTANTE.

Es muy habitua, en los estudios de la desigualdad socid, utilizar curvas de Lorenz que se

construyen sobre los deciles o sobre los percentiles de la distribucidn. La propia metodologia impone

trabajar con FLP para las que ademés las distancias entre las abscisas de los vértices son constantes
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(0,1 en & caso de decilesy 0,01 en € de percentiles) es por esto que se dedica especia atencién a esta
clase de FLP. Sea

a, :n_+1 "i=01..,n+1 (56)
con lo cua
ai-ai_lzL "i1=12...,n+1 (57)
n+1
Laforma funciona (4), se transforma obviamente en la siguiente
Ld(p):—qn_Jroi'1 (p-a_)+d, "pl gr:thlnl—Jrlg "i=12..,n+1 (58

Las relaciones (10) y (11) entre niveles de rentay los vértices de la FLP quedan obviamente de la
forma

L4k K=(d-d.) @

y € indice de Gini puede escribirse

1+23 d

G(d)=1- —= (61)

6.1 PROPOSICION.

El Espectro Triangular de toda FLP con paso constante y n vértices no triviales esta definido
por lacombinacién lined convexadelasn-1 FLT de vértices (i/(n+1), 0) i=1,2,... n-1y coeficientes

q=(d,-2d +d_)n+1-i) i=12..n-1 (62
y delaFLT con coeficiente g, = (n+1)d, +{1- 2d, +d, ,} y vértice (n/(n+1), b); donde
nd,

n+1)d, +{1- 2d, +d, .}
La demostracion estrivial desde (45) (47) y (48) teniendo presente (60).

Obsérvese que s € primer nivel de renta es cero entoncesd; vale cero y como consecuenciase

(€3)

71

anula (63). El n-ésmo coeficiente de la combinacion convexa adquiere la misma forma que los
restantes particularizando (62) a caso dei =n. Todas Las FLT del espectro triangular de la FLP tienen

a vértice sobre la abscisa en este caso

7. TRANSFERENCIAS DE RENTA.
Dadas dos FLP con n veértices cuyas abscisas son comunes en ambas funciones y cuyos

vectores de renta son K, y K,, puede interpretarse que una FLP se obtiene de la otra mediante una
transferencia de rentas.
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En efecto; los vectores de rentas se consideran normalizados, y por tanto obligados a cumplir
la condicién (13); también se considera que la operacidn de normalizacion establecida en (8) equivde
a un cambio de unidades en la medicidn de la renta estableciéndose la renta media como la unidad o
patron de medida en cada caso. Para la primera FLP, con vector de rentas K,, considerando una
poblacién de tamafio N € total de renta percibido por cada uno de los grupos asociados a los distintos
niveles de renta queda recogido en € vector NxF; donde

F.=(a-a,)K,i=12.n+1  (64)
Una operacion de redistribucion de estas rentas que degja a esa misma poblacién en la posicion NxF, es
una transformacion linea definida por una matriz estocastica T cuyas columnas tienen sus elementos
no negativos y suman la unidad de manera que
N"F,=T"N"F (65
Considerar € tamafio de poblacion N hace mas inteligible la formulacion matemética del proceso de
transferencia de rentas, pero esta es totalmente innecesaria ya que (65) puede smplificarse de laforma
F,=T"F, (66
En & caso de FLP de paso constante, en virtud de (57), puede escribirse (66) de laforma
% K,=T" n]-;- 1K (67)
Yy, consecuentemente, simplificada hasta quedar como
K,=T K, (68
7.1 PROPOSICION.

Sea una FLP con vector de rentas K ; y correspondiente vector F; definido segiin (64). Seauna

transferencia de rentas definida mediante la matriz estocastica T y sea
F,=T"F, (69
entonces se verifica que

n+l
arf.=1 (0
i=1

En efecto, seglin (69)

n+1

I:i,2 _a tlj il (71)

y COMO consecuencia, teniendo en cuenta (13), (64) y que las columnas de lamatriz T suman la unidad
se puede escribir

rgl n+1%+l 0 rgrl %;rl O r(1>+1
a a at|J Jl— aFjlgatuT_aF (72)
i=1 =1 g 2 €i=1 4]

Noétese que esta proposicion garantiza que € vector de rentas que se obtiene como

consecuencia de transferencias de renta definidas mediante matrices estocasticas cumple la condicién
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de normaizacién ya que, en virtud de (64), la expresion (72) no es sno una forma dternativa de
escribir (13).
7.2 PROPOSICION.

Sea T una matriz de transferencia de rentas entre dos FL P cuyos vectores de rentas son K,y

K. Sea U lamatriz cuyos el ementos son

a-a;,

:ti,j —
ai ai-l

"1£iQ,j£n+1 (73)

U ;
Se verifica entonces que
K,=U" K, (74
En efecto, seguin (64) y (71) se puede escribir que

(@ - ai-l) Kz = gl% (ai ) afl)Kivl (75)
=

con lo cua (74) esyaevidente.
7.2.1 COROLARIO.

Si las FLP son de paso constante, entonces las matrices T y U son idénticas corroborandose de
nuevo la expresion (68).
7.3 PROPOSICION.

Unatransferencia de rentas T mantiene invariante € indice de Gini s y solo S se verifica

ru-1)K,=0 (76)

sSendo | lamatriz identidad y U la matriz que se define en (72).

El resultado se obtiene de (55) y teniendo en cuenta que segun (74)

d=K,-K,=(U-1)K, (7

7.3.1 COROLARIO.

Si laFLPinicia es de paso constante entonces (76) puede escribirse como

r(T-1)K,=0 (78)

7.4 TRANSFERENCIAS DE RENTA Y VECTOR DE DIFERENCIAS DE NIVELES DE
RENTA.

Dados dos vectores de renta K; y K, correspondientes a sendas FLP L; y L,, € vector
diferencia

d=K,- K, (79

es un claro exponente de la transferencia final y neta que seria necesario realizar para transformar L
en L,. Aunque la matriz T representa el mecanismo detallado de redistribucion de renta, puesto que
refleja desde que nivel sale cada unidad de rentay como se reparte cada una de ellas entre los distintos
niveles, € resultado fina de ta redistribucion queda reflgjado en € vector d. Por otra parte es muy
conveniente tener en cuenta que a un mismo resultado neto recogido en (79) puede llegarse mediante

multitud de forma de redistribucion; es decir hay infinitas matrices de transferencia que conducen a
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mismo resultado neto find. Este argumento es muy importante a la hora de interpretar € significado
de transferencia progresiva de rentas; en efecto una trasferencia desde el nivel 3 de renta hasta el nivel
4 puede ser clasificada como regresiva, pero s lleva apargado en la misma matriz (proposicion 7.2)
una transferencia mayor desde € nivel 4 hacia € 2 puede suceder que € resultado neto final sea
progresivo aungue para acanzarlo se hayan realizado movimientos parciaes de rentas desde niveles
inferiores a niveles superiores. Si se aplica estrictamente € principio de Pigou-Dalton alamatriz T,
ésta debera ser triangular superior para que la transferencia sea progresiva; es decirt; ; = Oparatodo j
> i. Pero g se dtiende a resultado final y se es un poco laxo con la matriz T, se pueden obtener
resultados realmente progresivos y que no habrian sido considerados como tales. El siguiente giemplo
aclaralaidea Latabla 1 muestralos dos vectores derentay e de diferencias para sendas FLP de paso

constante construidas sobre las abscisas @, =i/10i =12,....,9de |los nueve vértices no triviales

Tabla 1: Vectoresderentasy diferencia

Ki K2 D

0,1 0,12392178 | 0,02392178
0,8 0,88303308 | 0,08303308
0,9 1,00245879 | 0,10245879

1 1,12930528 | 0,12930528
1,05 1,18551715 | 0,13551715
1,1 1,02172903 | -0,07827097
1,12 1,04694091 | -0,07305909
1,13 1,06515278 | -0,06484722
1,14 1,08336466 | -0,05663534
1,66 1,45857654 | -0,20142346

El vector diferencia muestra de forma clara que las rentas atas disminuyen y las bajas
aumentan al pasar de la primera ala segunda FLP 'y se puede, por tanto, interpretar que de laprimeraa
la segunda FL P se pasa mediante una transferencia progresiva de rentas. Sin embargo la matriz T que
se muestra en latabla 2 transforma el primer vector de rentas en €l segundo y no es triangular superior.

S s aplica @ principio de Pigou-Dalton de forma estricta a dicha matriz T se concluira que no es

progresiva
Tabla 2: Matriz detransferencias T
0,9064 | 0,0000 | 0,0000 0,0000 | 00000 | 00079 [ 00075 | 0,0073 0,0071 | 0,0000
0,0100 0,8944 | 0,0000 0,0000 | 00000 | 00281 | 00281 | 00281 0,0280 | 0,0244
0,0101 0,0104 | 0,9036 0,0012 | 00000 | 00292 | 00292 | 00292 0,0292 | 0,0287
0,0102 0,0112 | 0,0111 09112 | 0,0112 0,0303 | 0,0303 | 0,0303 0,0303 | 0,0304
0,0103 0,0120 | 0,0120 0,0121 | 09122 0,0314 | 00314 | 00314 | 00314 | 0,0320
0,0104 | 00128 | 0,0129 0,0131 | 0,0132 0,7325 | 00325 | 0,0825 0,0325 | 0,0336
0,0105 0,0136 | 0,0138 0,0141 | 0,0143 0,0335 | 07336 | 0,0336 0,0337 | 0,0353
0,0106 0,0144 | 0,0147 0,0151 | 0,0153 0,0346 | 00347 | 07348 0,0348 | 0,0369
0,0107 0,0152 | 0,0156 0,0161 | 00164 | 00357 | 00358 | 0,0359 0,7359 | 0,0386
0,0108 0,0160 | 00164 | 00171 | 00174 | 00368 | 00369 | 0,0370 0,0370 | 0,7402
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7.4.1 INDICE DE PROGRESIVIDAD DEL VECTOR DE TRANSFERENCIAS.,

Un vector d de transferencias sera totamente progresivo s todos los signos negativos del
mismo estén en la zona de niveles de renta més atos y todos los positivos agrupados en la zona
complementaria sin intercalarse los valores positivos y  10s negativos. Empiricamente suele observarse
gue los signos positivos y negativos se intercalan y que un vector no es totalmente progresivo (como €l
mostrado en la tabla 1) ni totamente regresvo sSno que presenta un mayor 0 menor grado de
progresividad dependiendo de la cantidad de transferencias desde rentas superiores a inferiores en
relacién con las que se realizan en sentido contrario. Una primera aproximacion para medir este grado
de progresividad es contar la proporcion de pares de componentes del vector d que muestran una
disposicion progresiva, entendiendo por disposicion progresiva que la componente de orden inferior es
positiva o nulay la superior negativa. En este orden de ideas se define la siguiente funcion indicadora
de progresividad sobre cualquier par ordenado de componentes del vector d.

s : 3
0=t TOCOVAEY i) @

El indice de progresividad del vector d puede definirse de la siguiente forma

2 g
|p(d)=n(n_1);;_1 a I(d,.d) @

Este indice toma valores comprendidos entre cero y uno. Puede definirse un indice de regresividad
como Ir(d) =1 - Ip(d) que evidentemente representa la proporcién de pares ordenados del vector d que
son regresivos. Por giemplo € vector de latabla 1 tiene indice de progresividad 1
8. EJEMPLO SOBRE DATOSREALES.

En éste glemplo se compara la curva de Lorenz de La Rioja (gréfico 1 linea continua) con la
de Baleares (linea de puntos); ambas FLP de paso constate con 19 vértices no triviales construidas a
partir de los 19 percentiles de renta per-cépita disponible de la EPF 90/91, “datos corregidos por
ocultacion: tasa de ocultacion progresiva’ recogidos en Pena 'y col. (1996). Los respectivos indices de
Gini facilitados por los propios autores son respectivamente de 0,3225 y 0,3259 que a efectos
précticos consideraremos como iguales. Las dos FLP estdn muy proximas pero se cortan.

Grafico 1
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Los vectores de rentas relativas y €l vector de transferencias necesario para que larentade La
Rioja se redistribuya hasta a canzar la misma estructura que la de Baleares se muestran en latabla 3.

El indice de progresividad calculado segin (79) para este vector de transferencias es de 0,1158
por lo cual podemos concluir que las transferencias en este sentido son més bien regresivas (indice de
regresividad 0,8862) pudiéndose concluir que es més preferida la FLP correspondiente a La rioja. El
vector de transferencias de rentas en Baleares para que la renta de estacomunidad se redistribuya hasta
alcanzar la misma estructura que la de Rioja es  mismo de la tabla 3 pero con sus componentes
cambiadas de signo; € indice de progresividad es ahora 0,8864. N6tese que s intentamos justificar
este efecto por la ligera diferencia entre los indices de Gini nos encontraremos que la progresividad de

las transferencias va en sentido contrario de los respectivos indices

Tabla 3
Baleares La Rioja Diferencia
Niv. Rel. Renta | Niv. Rel. Renta | Rioja->Bal
Ki1 Kiz2 di
0,143950 0,175659 -0,03170923
0,347826 0,394771 -0,04694489
0,454536 0,469708 -0,01517197
0,525922 0,521696 0,0042261
0,574272 0,572960 0,00131229
0,621860 0,625429 -0,00356949
0,667403 0,667783 -0,00038029
0,712519 0,716268 -0,00374938
0,758186 0,760461 -0,0022755
0,802792 0,802475 0,00031751
0,858154 0,860315 -0,00216049
0,922901 0,914236 0,00866475
1,000763 0,967094 0,03366836
1,099912 1,022952 0,07695952
1,190871 1,104400 0,08647164
1,286166 1,230382 0,05578395
1,408297 1,386364 0,02193297
1,622841 1,578199 0,04464156
2,026690 1,984853 0,04183729
2,974138 3,243993 -0,26985471

9. CONCLUSIONES.

1.- Las FLP son un excelente instrumento para mostrar que la igualdad en los indices de
concentracion de Gini correspondiente a sendas curvas de Lorenz no significa necesariamente
indiferencia entre las dos distribuciones subyacentes en elas. En particular, e fendmeno se hace
patente y di&ano en FLT con dos niveles de renta donde la equidad en la distribucion de renta se
percibe por la mera comparacion de esas dos cantidades o niveles de renta en conjuncion con los
respectivos porcentagjes de poblacién que a cada uno de ellos corresponde.

2.- Las clases de FLT caracterizadas por un indice de Gini constante son fécilmente
reconocibles y de wn tratamiento sencillo; estan formadas por todas aquellas FLT cuyo Unico vértice
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no trivid se Sitda sobre una recta paradéda a la diagonal principal del cuadrado unidad siendo la
distancia entre ambas rectas quien determina e valor del indice de Gini (G= distancialC2).

El hecho de poder definir una FLP con n vértices no trividles como una combinacion lineal
convexade n FLT y la seguridad de que dichas FLP estan asociadas a un sistema de n+1 niveles de
renta, hacen sencilla la tarea de encontrar dos FLP con igud indice de Gini y que tampoco son
indiferentes

3.- Las clases de FLP con un mismo nimero n de vértices no triviales de abscisas constantes e
incluso iguamente espaciadas congtituyen € instrumento bésico de andlisis de muchos investigadores
de la desiguddad y € bienestar socia puesto que es la primera aproximacion empirica que realizan a
problema de la concentracion. Ello se debe a que la mayor parte solo tiene acceso a las tablas de
deciles o de percentiles de la distribucion de renta, Sendo la FLP asociada a estas tablas e primer
instrumento de exploracion antes de introducir un modelo que no siempre tiene la suficiente
flexibilidad para no distorsionar lainformacion disponible.

En e presente trabgjo se establece una metodologia para decidir € orden preferencia entre
dos distribuciones de renta que poseen indices de Gini précticamente coincidentes y cuyas FLP se
cruzan.

4.- Lastransferencia de rentas quedan matemati camente formuladas como un automorfismo en
el espacio lineal de los vectores de renta cuya matriz es estocéstica por columnas (sus columnas suman
1y son vaores no nulos). Queda patente que distintas formas de transferencia producen una misma
estructura final de niveles de renta; es decir, la matriz de transferencias que relacionalos vectores de
renta de dos FLP no es Unica. Esto ha obligado a definir e vector de transferencia neta como la
diferencia entre los respectivos vectores de renta. El concepto de transferencia progresiva se muestra
ambiguo en este contexto y se constata que pueden encontrase transferencias que no son totalmente
progresivas ni totalmente regresivas por 1o que ha sido necesario definir un indice de progresividad
gue permita ordenar dos FLP basdndose en e grado de progresividad del vector de transferencias que
transforma una FLP en la otra. Dicho indice adquiere € valor 1 cuando € vector de transferencia neta
se encuentra partido en dos subvectores, uno que tiene todos sus vaores negativos o0 nulos y
corresponde a la zona de rentas dtas y otro con todas sus componentes postivas 0 nulas

correspondientes a resto de niveles de renta més bgjos.
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