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El problema de las sobrecargas en el

mercado de seguros

1 Introducci�on

La metodolog��a del sistema de tari�caci�on Bonus{Malus fue introducida en Europa en la d�ecada de

los 60, siguiendo los trabajos de B�uhlmann (1967, 1969); entre otros. En 1958 se empez�o a aplicar

en Francia, para ir extendi�endose poco a poco a casi todo el resto de Europa.

El dise~no de un sistema Bonus{Malus depende de la regulaci�on existente en cada pa��s. Si la tarifa

la impone el gobierno y cada compa~n��a aseguradora ha de adoptarla, no existen razones comerciales

para igualar el riesgo a la prima haciendo uso de toda la informaci�on relevante disponible. Las

autoridades pueden decidir, por razones socioecon�omicas, por ejemplo, excluir de la estructura de

tarifas un determinado factor de riesgo. Tambi�en, el gobierno puede corregir los desequilibrios de

un sistema basado �unicamente en informaci�on a priori utilizando un factor malus, que penaliza a

las reclamaciones fuertemente.

El sistema Bonus{Malus es un m�etodo de tari�caci�on en el que los asegurados se agrupan

en clases seg�un el n�umero de reclamaciones que hayan realizado hasta el per��odo actual. Por lo

tanto, se calculan las primas de seguro aplicables para cada p�oliza individual, ajustadas por una

cantidad que depende de la experiencia pasada de cada asegurado, penalizando a los contratantes

de p�olizas en caso de reclamaciones mediante subidas en la prima que �estos deben de pagar. Han

sido numerosos los estudios realizados sobre este m�etodo de tari�caci�on, entre los que destacan

De Pril, (1978), Lemaire (1979), (1985), (1988), (1998), Tremblay (1992), Coene et al. (1996),

Shengwang y Whitmore (1999), Walhin y Paris (1999) y Frangos y Vrontos (2001).

Sin embargo, en muchas ocasiones, las penalizaciones de los sistemas de tari�caci�on Bonus{

Malus son excesivas comparadas con otros m�etodos de tari�caci�on. Esto puede acarrear

serios problemas de competitividad y, consecuentemente, de equilibrio �nanciero a la compa~n��a
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aseguradora.

Este cap��tulo pretende ser un an�alisis introductorio a una metodolog��a, propuesta por Lemaire

(1979), que busca la disminuci�on de las sobrecargas sin que ello perjudique la balanza comercial y

�nanciera de la empresa. Para ello, seguiremos haremos uso de la metodolog��a bayesiana aplicada

a los SBM.

El problema aparece en el momento en que no somos capaces de distinguir entre los asegurados

de un mismo grupo, por lo que la compa~n��a aseguradora no podr�a conocer qui�enes tienen una

frecuencia de reclamaciones menor. Analizaremos un m�etodo de reducci�on de estas sobrecargas en

el que utilizaremos funciones de utilidad exponenciales.

Este art��culo est�a estructurado como sigue. En la secci�on 2 expondremos el m�etodo

de disminuci�on de sobrecargas propuesto por Lemaire (1979), mientras que en la secci�on 3

propondremos un nuevo m�etodo de reducci�on que mejora sensiblemente los resultados obtenidos en

la secci�on anterior. Esto se comprobar�a mediante ilustraciones pr�acticas con ambas metodolog��as

en la secci�on 4.

2 Un modelo para el an�alisis de las sobrecargas

Supondremos, como es usual en estad��stica actuarial, que el n�umero de reclamaciones de cada p�oliza

sigue una distribuci�on de Poisson

Pk(�) =
e���k

k!
; con � > 0;

y con una funci�on estructura Gamma

�0(�) =
ba

�(a)
�a�1e��b; con a > 0; b > 0:

Es f�acil comprobar que la distribuci�on del n�umero de reclamaciones para toda la cartera,

independientemente del par�ametro de riesgo �, seguir�a una Binomial negativa de la forma
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pk =

Z
Pk(�)�0(�)d� =

0
B@ k + a� 1

k

1
CA
�

b

1 + b

�a� 1

1 + b

�k

:

Vamos a suponer que cada riesgo ha sido observado durante t a~nos, por lo que kl(l = 1; :::; t) es

el n�umero de reclamaciones acontecidas en el a~no l. Todas las kl ser�an realizaciones de las variables

aleatorias Kl, que se suponen independientes y equidistribuidas. A cada conjunto de observaciones

(k1; :::; kt) se le asociar�a una prima Pt+1 = Pt+1(k1; :::; kt).

La distribuci�on a posteriori de � es

�0(�jk1; :::; kt) =
f (k1; :::; ktj�)�0(�)Z

1

0
f(k1; :::; ktj�)�0(�)d�

;

siendo f(k1; :::; ktj�) la verosimilitud. Adem�as, como ya sabemos, podemos de�nir un SBMmediante

el ratio

100

Z
1

0
��0(�jk1; :::; kt)d�Z
1

0
��0(�)d�

:

La distribuci�on a posteriori es una Gamma de par�ametros a0 = a+k y b0 = b+l, con k =
Pt

i=1 kl,

por lo que la prima calculada con el ratio anterior queda

100
a + k

b+ l

b

a
:

El an�alisis lo realizaremos maximizando la utilidad esperada de la operaci�on de aseguramiento,

tomando en consideraci�on la funci�on de utilidad exponencial

u(x) =
1

c
(1� e�cx); c > 0:

Esta funci�on posee una serie de propiedades muy deseables para la compa~n��a aseguradora; ver,

por ejemplo, Gerber (1974), Straub (1992), Tremblay (1992), Lemaire y Zi (1994) y Lemaire (1979,

1985, 1995). Si utilizamos esta expresi�on, la prima �nal queda

Pt+1(k1; :::; kt) = A �
a+ k

c

����ln
�
1�

ec � 1

t + b

����� ; (1)
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donde A es la constante de ajuste del SBM y c la constante que �jar�a la sobreprima �nal de

seguridad (mide la aversi�on al riesgo de la compa~n��a).

Para analizar el siguiente modelo, que trata de paliar las sobrecargas, empezaremos aclarando

algunas notaciones importantes:

1. Nk = frecuencia absoluta de reclamaciones del grupo k.

2. N =
Pm

k=0Nk.

3. m es el m�aximo valor que puede tener k.

4. � =Media de reclamaciones.

Lemaire (1979) propuso, para la disminuci�on de las sobrecargas, el siguiente modelo. Trataremos

de maximizar la funci�on

Z =
1

N

mX
k=0

Nk

Z
1

0

1

c
[1� e�c(��Pt+1(k1;:::;kt))]�(�jk)d�;

sujeto a la restricci�on

1

N

mX
k=1

NkPt+1(k1; :::; kt) = �;

donde � es la media de reclamaciones.

La funci�on Lagrangiana resultante es

	 =
1

c

1

N

mX
k=0

Nk

Z
1

0
e�c(��Pt+1(k1;:::;kt))�(�jk)d� � �

 
1

N

mX
k=1

NkPt+1(k1; :::; kt)� �

!
:
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@	

@Pt+1(k1; :::; kt)
= 0!

1

N
Nk

Z
1

0
ecPt+1(k1;:::;kt)e�c��(�jk)d� =

�

N
Nk k = 0; :::;m:

@	

@�
= 0!

1

N

mX
k=0

NkPt+1(k1; :::; kt) = �:

Ahora, denotamos Mk(x) =

Z
1

0
ex��(�jk)d� a la funci�on generatriz de momentos de la

distribuci�on a posteriori de �, por lo que podemos expresar esta �ultima ecuaci�on de la forma

ecPt+1(k1;:::;kt)Mk(�c) = �; k = 0; :::;m;

o lo que es lo mismo

Pt+1(k1; :::; kt) =
1

c
ln� �

1

c
lnMk(�c) k = 0; :::; m:

Multiplicando la ecuaci�on anterior por Nk, sumando todos los valores de k y dividiendo todo

por N , nos queda

1

N

mX
k=0

NkPt+1(k1; :::; kt) =
1

N

1

c

mX
k=0

Nk ln� �
1

N

1

c

mX
k=0

Nk lnMk(�c);

por lo que

1

c
ln� = � +

1

Nc

mX
k=0

Nk lnMk(�c):

De esta forma, la prima �nal queda

Pt+1(k1; :::; kt) = � +
1

c

"
1

N

mX
i=0

Ni lnMi(�c)� lnMk(�c)

#
: (2)

3 Un modelo alternativo para el problema de las sobrecargas

Para mejorar el modelo propuesto en la secci�on anterior, debemos maximizar

Z =
1

N

mX
k=0

Nk

Z
1

0

1

c
[1� e�c(��Pt+1(k1;:::;kt))]�(�jk)d�;

5



sujeto a la restricci�on

1

N

mX
k=1

NkPt+1(k1; :::; kt) = P��0 ;

donde P��0 es la prima colectiva. Obs�ervese que la �unica diferencia con el modelo anterior consiste

en intercambiar el t�ermino independiente de la restricci�on por la prima colectiva. Esto parece m�as

l�ogico, si tenemos en cuenta que la prima del colectivo para el principio de utilidad exponencial es

distinta que la utilizada para el principio de equivalencia, que en este caso ser��a � = E�0(�). Luego,

en de�nitiva se trata de utilizar el mismo procedimiento de c�alculo de prima para la prima Bayes

y la prima colectiva, como parece l�ogico.

La funci�on Lagrangiana resultante es

	 =
1

c

1

N

mX
k=0

Nk

Z
1

0
e�c(��Pt+1(k1 ;:::;kt))�(�jk)d� � �

 
1

N

mX
k=1

NkPt+1(k1; :::; kt)� P
�

�0

!
;

por lo que las derivadas parciales quedan

@	

@Pt+1(k1; :::; kt)
= 0!

1

N
Nk

Z
1

0
ecPt+1(k1;:::;kt)e�c��(�jk)d� =

�

N
Nk k = 0; :::;m:

@	

@�
= 0!

1

N

mX
k=0

NkPt+1(k1; :::; kt) = P��0 :

Si procedemos de igual forma que en apartado anterior, la prima �nal queda

Pt+1(k1; :::; kt) = P��0 +
1

c

"
1

N

mX
i=0

Ni lnMi(�c)� lnMk(�c)

#
; (3)

donde P��0 =
b

c
ln

�
a

a� ec + 1

�
:

4 Ilustraci�on num�erica

La tabla 1 nos muestra los datos extraidos de un ejemplo de Lemaire (1979) correspondiente a

una compa~n��a aseguradora de B�elgica, mientras que la tabla 2 nos muestra c�omo estos datos se
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ajustan bien a una distribuci�on binomial negativa seg�un el test de la �2. La media y la varianza

muestrales son, respectivamente, 0.1011 y 0.1074. Adem�as, si aplicamos el m�etodo de estimaci�on

de los momentos, los par�ametros de la distribuci�on estructura son a = 1:6049 y b = 15:8778.

Table 1: Distribuci�on de los asegurados en clases

k

t 0 1 2 3 4 5 6

0 10000

1 9059 877 58 6 0 0 0

2 8297 1472 197 31 2 1 0

3 7584 1947 381 73 12 2 1

4 6991 2238 600 130 29 8 4

Table 2: Distribuci�on observada

N�umero

de reclamaciones
Frequencias absolutas

Observados Ajustados

0 96978 96895.5

1 9240 9222.5

2 704 711.7

3 43 50.7

4 0 0

M�as de 4 0 0

Total 106974 106974

En la �gura 1 podemos observar, despu�es de tres a~nos, t = 3, la distribuci�on a posteriori de

la frecuencia de reclamaciones de dos grupos de asegurados. La distribuci�on de la izquierda se

corresponde con el grupo de asegurados situados en k = 0 (asegurados buenos), mientras que la
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Figure 1: Distribuciones a posteriori para la frecuencia de reclamaciones

derecha se re�ere al grupo k = 3 (asegurados malos). La zona sombreada nos indica el �area en el

que ambas distribuciones se solapan produci�endose sobrecargas en grupos de asegurados que pagan

m�as y, sin embargo, tienen una frecuencia de reclamaciones incluso menor que la media, 0.085, de

los asegurados buenos. Adem�as, este problema aumenta a medida que incrementa el n�umero de

reclamaciones, ya que el incremento indebido de las primas es m�as acentuado en aquellas que tienen

mayor n�umero de reclamaciones.

Para elegir el valor de c nos basaremos en la prima inicial que queda con tal elecci�on. Si

escogemos c = 0:4, valor utilizado en principio por Lemaire (1979), la prima inicial es de

P1 = 0:1262, que es un valor razonable debido a que la media es 0:1011, por lo que estar��amos

considerando una carga de seguridad de alrededor del 25%. Adem�as, este valor de c cumple la

condici�on de concavidad de la funci�on (c > 0). De esta forma, si calculamos las primas de la

expresi�on (1), obtenemos la tabla 3, en la que se muestran las primas calculadas para todos los

grupos durante los cuatro a~nos. Como podemos observar, un asegurado que en el per��odo 2 tiene

0 reclamaciones paga 86.66 u.m., mientras que si, en el siguiente per��odo, realiza una reclamaci�on

pasar�a a pagar 136.17 u.m.

Bas�andonos en los datos de la tabla 3 y en la �gura 1 podemos observar c�omo, en el per��odo
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Table 3: Primas a cobrar seg�un SBM

k

t 0 1 2 3 4 5 6

0 100

1 93.99 152.55 211.11 269.67

2 86.66 143.90 199.14 254.38 309.62 364.86

3 83.99 136.17 188.45 240.72 293.00 345.28 397.55

4 79.62 129.23 178.85 228.50 278.07 327.68 377.30

tercero, los asegurados pertenecientes al grupo 3 pagan aproximadamente 2.86 veces m�as que los

del grupo k = 0, a�un cuando la frecuencia de reclamaciones real de muchos de ellos es menor

que la media del grupo k = 0. Este subgrupo de asegurados (zona sombreada en la �gura) est�an

penalizados indebidamente ya que pagan casi el triple de su media de reclamaciones. Ademas, el

problema aumenta debido a que la compa~n��a aseguradora no puede distinguir exactamente qu�e

asegurados del grupo pertenecen al subgrupo penalizado.

Si calculamos las primas con la expresi�on (2), las nuevas primas quedan ilustradas en la tabla

4. Podemos observar c�omo se ha producido un gran incremento de las primas en la zona de los

asegurados malos, mientras que las primas que se cobran a los asegurados buenos disminuyen

ligeramente. Esto, no proporciona ning�un tipo de mejora en el problema que tratamos; es m�as,

ampl��a la sobrecarga que intentamos disminuir.

Table 4: Primas seg�un Lemaire para c = 0:4

k

t 0 1 2 3 4 5 6

0 100

1 92.82 163.86 234.9 305.95

2 86.76 153.89 221.01 288.13 355.26 422.38

3 80.97 144.58 208.19 271.8 335.42 399.03 462.64

4 75.77 136.223 196.67 257.12 317.58 378.03 438.48

Para arreglar esto, Lemaire propone un aumento desmesurado de c, que pasa a ser c = 11:5, y
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cuyas primas est�an re
ejadas en la tabla 5. De esta forma, observamos que s�� se consigue una mejora

notable, mediante un peque~no aumento en la zona de los asegurados buenos y una disminuci�on m�as

pronunciada en la zona de los asegurados malos. Se ha conseguido disminuir la diferencia entre la

media y la prima que pagan el grupo de asegurados situado en la zona sombreada.

Table 5: Primas seg�un Lemaire para c = 11:5

k

t 0 1 2 3 4 5 6

0 100

1 95.48 140.17 184.62 229.55

2 91.58 134.28 177.02 219.74 262.45 305.17

3 87.73 128.68 169.63 210.48 251.43 292.38 333.23

4 84.26 123.52 162.79 202.05 241.32 280.58 319.84

Si calculamos las primas con la expresi�on (3), obtendremos las primas contenidas en la tabla 6.

Hemos conseguido otro conjunto de primas que, sujetas a la restricci�on presupuestaria, mejoran la

situaci�on inicial, y sin embargo, comparadas con las contenidas en la tabla 5, no aumentan tanto la

cantidad que ha de satisfacer el grupo de los asegurados buenos, y la disminuci�on que se produce en

la zona de los asegurados malos no es tan pronunciada. Adem�as, estas primas han sido calculadas

sin variar el valor de c.

Table 6: Primas seg�un m�etodo propuesto para c = 0:4

k

t 0 1 2 3 4 5 6

0 100

1 94.25 151.13 208.01 264.89

2 89.40 143.14 196.88 250.62 304.36 358.11

3 84.76 135.69 186.62 237.55 288.48 339.41 390.347

4 80.60 129 177.40 225.80 274.20 322.6 371
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