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Resumen

En este trabgo se revisa la aplicacion de las redes neurondes atificides para la
goroximacion de funciones frontera y la medicion de eficiencia técnica En la segunda
pate se presenta un gecicio de dmulacion para comparar diferentes técnicas
empleadas en la literatura de medicion de dficiencia y productivided. Los resultados
dcanzados muestran como las redes neurondes atificides condituyen una ampliacion
de insrumenta disponible complementando d resto de técnicas, como modelos de
fronteras estocadticas y andiss envolvente de datos, especiamente en contextos no
linedles y/o desconocimiento de formas funcionaes.
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1. Introduccién

Las redes neurondes atificides (RNA) son un conjunto de técnicas que han sdo
golicadas con cieto é&ito en muchos ambitos diferentes d econdmico como
reconocimiento de voz y caacteres, ingenieria, robdtica, meteorologia, etc.,
fundamentdmente a patir de trabgo de Rumehat et al. (1986) que supuso €
redescubrimiento del dgoritmo  backpropagation (BP) extensamente empleado en la
literatura de RNA.

Las RNA tienen su origen en d edudio de los (complgos) mecanismos de
funcionamiento de cerébro humano. Ad, destaca originariamente d trabgo de
McCulloch y PFitts (1943) que introdujeron modelos sencillos con neuronas de caracter
binario seglin un umbra de referencia Posteriormente, Rosenblatt (1958) planted la
edtructura multicapa caracteristica de las redes més empleadas. A pesar de su origen
modelizador del cerebro, las RNA han ddo empleadas fundamentdmente en aqudlos



casos en que la teoria no gporta demedada luz en relacion a la forma funcionad que
recoja la rdacion entre las variables objeto de andliss. Adl, las RNA permiten llevar a
cabo e estudio de taes relaciones a patir de las observaciones, tratandose de un
aprendizagje orientado por los datos (data-based frente a model -based).

En este trabgo se pretende en primer lugar proporcionar una breve introduccion a las
RNA y suministrar una panoramica de las aplicaciones de edtas técnicas en € ambito
econdmico y, especidmente, en & campo de la eficiencia, donde consideramos que las
RNA condituyen un indrumento de andiss para afiadir a los habitudes tratamientos
econométricos 0 de andiss de envolvente de datos (DEA). En la seccidn tercera se
presenta la smulacion llevada a cabo para comparar diferentes técnicas empleadas en la
literatura de medicion de €ficiencia y productividad. Los resultados acanzados
muedtran como las redes neurondes atificides condituyen una ampliacion dd
ingrumental  disponible complementando d resto de técnicas, egpecidmente en
contextos no linedes y/o desconocimiento de formas funciondes. El trabgo se cierra

con las principales conclusiones d canzadas.

2. Redes neuronales artificiales. una panoramica

En d afio 1989 varios autores demostraron que las RNA eran “aproximadores
universdles’ de funciones (Carroll y Dickinson, 1989; Cybenko, 1989; Funahashi, 1989;
Hecht-Nielsen, 1989; Hornik et al., 1989; White, 1990). Posteriormente se comprobo la
gproximacion de sus derivadas (Hornik et al., 1990). Estos resultados dieron por fin
sustento tedrico a los prometedores resultados dcanzados en las aplicaciones. Una
revison actud de la propiedad de agproximacion universd de las redes se recoge en
Scarsdli y Chung (1998).

Las RNA (White, 1989%; Hertz et al., 1991; Cheng y Titterington, 1994; Kuan y White,
1994; Bishop, 1995; Ripley, 1996; Zegpranis y Refenes 1999) aparecen generamente
estructuradas en tres capas de unidades elementales 0 neuronas. entrada, para introducir
las varidbles input, intermedia u oculta, y sdlida, que proporciona las estimaciones de la
red.

Entre los diferentes tipos de redes exigtentes la més extendida es la red feedforward,
backpropagation network o perceptron multicapa (MLP, Multi-Layer Perceptron). A
partir del planteamiento generd:



y=f(x,q)+e (@)

donde x es d vector de variables explicativas, e es d componente aeatorio (se supone
de “buen comportamiento”, es decir, i.i.d. con media nula y varianza condante), f(x,q)

=9 es la funcidon desconocida a esimar a partir de la informacion disponible, la red

consiste en:

9

® g 3 .
y:f(x,q)=F§bo+aG(gj+aXiaij)b,- : @
i= i=1 4]

donde youtput de la red, F la funcion de activacion de la capa de <didas,

normamente lined, G la funcidn de activacion de la capa intermedia, con frecuencia la
funcion sgmoide o logiical, n & nimero de inputss, m e ndmero de unidades en la

capa intermedia, x € vector de inputs (i=1..n), yq € vector de pesos o conexiones
(parametros), que incluye & sesgo dd output, b,, los sesgos de las unidades

intermedias (j=1..m) g;, ponderaciones de la unidad de input i a la unidad intermedia

J,&; , Yy pesos de las unidades intermedias en € output b, .

En lafigura 1 se recoge una representacion intuitiva dd funcionamiento de lared MLP
con 3 capas de unidades y un solo output, MLP (n,m,1):

output

oculta

input

Figura 1. Perceptron multicapa con tres capas 'y un output

! Las funciones de transferencia deben cumplir unas condiciones muy suaves para la aproximacion
universal. Normal mente se requieren funciones acotadas, diferenciablesy monétonas crecientes.



También es posble establecer conexiones directas entre la capa de entradas y la de
sdidas, lo que implicaria la introduccion de un término lined, dando lugar a las

[lamadas “redes aumentadas’ (augmented single layer networks):

y= 1) =Ffb, +& xa +& 60 +Axa)b,2 @

i=1 j=1 i=1 (%]
La sdeccion de la arquitectura de la red neurond es una de las cuestiones mas
probleméticas y decisvas en las golicaciones, y consste bascamente en determinar
posibles transformaciones de los datos?, las variables input y su nimero, n, & nimero de
unidades o nodos en la capa intermedia, n?, la funcién de activacion de la capa
intermediay de sdlida, y & subconjunto de ponderaciones distintas de cero (pruning)®.

Otro aspecto crucid de las RNA es € entrenamiento de la red o estimacion del modelo,
es decir, la busqueda de los pesos o parametros que minimicen aguna funcidon de wste,
habituamente & eror cuadrético. Sin duda, & protagonismo recae en d dgoritmo

backpropagation o agoritmo BP:

a(k +1) =q(k) +hRf (xa)ly - f(xa)] (4)

proceso iterativo (k indica la iteracion), donde los parametros se actudizan segin €
gradiente de & funcién de error a partir dd coeficiente de aprendizaje h, hasta dcanzar
e criterio de parada establecido, normamente un cierto nimero (elevado) de iteraciones
0 un error admisble. Por tanto, las RNA son capaces de deducir los patrones de
comportamiento de un fendmeno (complgo) a partir de un conjunto de observaciones o
“gorendizge de la experiencid’, y tanto sus ventgias como inconvenientes o limitaciones

deben ser (re)conocidas por d investigador (figura 2).

Las RNA son modelos adaptativos en cuyo aprendizaje apenas se establecen supuestos
sobre las relaciones entre las variables, por 1o que a priori son un buen instrumento
cuando se desconoce la naturaleza de taes relaciones (método no paramétrico), o taes
relaciones son no linedles (méodo no lined), Sempre que se disponga de suficientes

observaciones (formas flexibles).

2 En general se llevan a cabo transformaciones de los datos iniciales: normalizacion a [0,1] 6 [ab],
diferenciacion y/o desestacionalizacion en series temporales, etc.

3 Las neuronas intermedias se determinan a través de procesos de “prueba y error” de forma que se
procede a entrenamiento delared considerandom=1, 2, 3, 4...

“ Por gjemplo, el andlisis para la eliminacién de inputs o unidades intermedias, o algunos enlaces entre
ellos, “irrelevantes’ desarrollado en White (1989b).



Sn embargo, la flexibilidad conlleva la facilidad para moddizar no sdlo la sefid sno
también d ruido, inherente a la mayor parte de las series de datos. A menudo se requiere
gran cantidad de datos, por |0 que serd necesario adecuar € tamafio de la red a las
observaciones disponibles para mantener suficientes grados de libertad. Ademés, es
frecuente citar las RNA como “cgas negras’ ya que consisten en un complgo proceso

de“pruebay error”.

® aproximadores universales v

® flexibilidad

® dinamicas -adaptacion a
cambios sistema

e posibilidad realizar inferencias-
IC y contrastes-

teoria poco desarrollada
convergencia algoritmos
prueba y error

flexibilidad conlleva facilidad
modelizar no sblo sefial sino
también ruido

® necesidad gran cantidad datos
“cajas negras’

software

Figura 2. Ventgas e inconvenientes RNA

3. Redes neuronales en aproximacion de funcionesy medicion de eficiencia

El andisis de la €ficiencia en produccion (Farrdll, 1957) condituye un érea de constante
interés en Economia, a tratar € uso adecuado de los (escasos) recursos con la
tecnologia disponible. Frente a este concepto de eficiencia técnica®, surge la eficiendia
asgndiva cuando la tecnologia varia y se toma la mgor combinacion de inputs. Faré et
al. (1987), Fried et al. (1993), Codli et al. (1998) y Alvarez (2001) congtituyen
interesantes obras de referencia genera en eficiencia

En ete andiss resulta crucid la estimacion de la funcion frontera, que tradicionamente

se haredizado por dos grandes vias, paramétricas y no paramétricas.

- Técnicas paramétricas, suponen adoptar una determinada forma funcional como Cobb-
Douglas, trandog, CES, generdizada de Leontief.... A su vez estas técnicas pueden ser
determinigticas y estocadticas (Aigner et al. 1977):

* Deterministicas: toda desviacion de la frontera se explica por ingficiencia

® La eficiencia técnica puede descomponerse en eficiencia de escala, eficiencia de congestion y eficiencia
técnicapura (Faréet al., 1985).



* Edocédticas. las desviaciones de la frontera se descomponen en componente
deatorio e ineficiencia, paa lo que es necesario suponer una digtribucion,
habitud mente semi-normd.

Las esimaciones pueden redizarse a través de COLS (corrected ordinary least
squares), corrigiendo € término independiente por  maximo resduo postivo de la
edimacion MCO inicid, y méxima verogmilitud.

- Técnicas no paramétricas 0 de programacion matemética, que no suponen una forma

funcional concreta, entre las que destaca por su masiva utilizacior’:

*  Andiss Envolvente de Daos (DEA), Chanes et al. (1978), emplea la
programacion lined para configurar la frontera, normamente deterministica, que
“envuelve’ las observaciones disponibles adoptando supuestos sobre rendimientos a
exaa condantes o variables, disponibilidad fuerte de inputs y outputs, Yy

convexidad del conjunto de posibles combinaciones input/output.

A partir de la expreson habitud:

y,=f(x.0) +& - u ©)

donde u 3 O recoge la ineficiencia técnica, se trata de asumir la expresén de la red

neurona (2) para la estimacion de la frontera. Costa y Markellos (1997) plantean dos
opciones para la determinacion de la frontera con RNA: @ una vez edimada la red,
proceder de igua modo que en COLS; b) mediante una red “sobreparametrizada’ capaz
de gudtarse de modo creciente a las observaciones, hasta dcanzar un cierto ratio
sefid/ruido. Pogteriormente, la ineficiencia s determina por distancia observacion

frontera

En ede contexto, las RNA suponen ampliar d conjunto de dternaivas disponibles
teniendo en cuenta que e trata de estimacion no parametrica free-model), una técnica
estocagtica y la pogbhilidad de llevar a cabo inferencias como la congruccion de
intervalos de confianza’ para los indices de (in)eficiencia En la figura 3 se representan
genéricamente las poshbilidades de estimacion de la frontera. En dla se trata de recoger

el cadcter lined de la gproximacion econométrica y la gran flexibilidad de la RNA,

® Otra técnica no paramétrica menos utilizada es Free Disposal Hull (FDH).

" La construccion genérica de intervalos de confianza y de prediccion en RNA puede verse en Hwang y
Ding (1997), De Veaux et al. (1998) y Rivals y Personaz (2000), aunque no ha sido utilizada ain en el
contexto de eficiencia.



capaz de detectar “éreas de congestion” caracterizadas por caidas del ouput ante
incrementos del input. Por € contrario, las RNA carecen de estudios tedricos en este
ambito y presenta otros inconvenientes como la interpretacion de los resultados y €
requisto de recursos técnicos para U edimacion. Una viséon comparada de las
dternativas se sintetiza en la tabla 2 (basada en Costa y Markellos, 1997), de la que s
obtiene la esperada concluson de que ninguna de las dternativas es globdmente
superior d resto, de forma que las caracterigticas de cada problema particular

determinaran laeeccion.

Y

Econom

DEA
(RVE)

congestion
RNA

X

Figura 3. Estimacion de funciones frontera

Tabla 2. Comparativa de |as aternativas en medicion de eficiencia

Criterio Econométrica  DEA RNA
Supuestos: forma funciona, detos... Alto Medio Bgo
Hexibilidad Bao-Medio Medio Alto
Fundamento tedrico Alto Alto  Bgo-Medio
Aplicaciones en Eficiencia Alto Alto Bgo
Sgnificacion estadistica Si No Si
| nterpretacion de resultados Medio Bgo Medio
Estimaciones/ proyecciones Alto No Medio
Cogte: software, tiempo estimacion... Bgo Bgo Alto

A continuacion, se recoge una sdeccion de trabgos publicados en esta materia, con una

sintesis de los planteamientos y resultados a canzados.



Joerding et al. (1994), en & ambito de funciones de produccion. Estos autores
edudian la imposicion de propiedades sobre la tecnologia productiva (postiva,
monotona, cuas-concava) a hive tedrico a traves de restricciones en los pesos de la
red, y concluyen que las RNA presentan unas caracteristicas smilares a las formas
flexibles de Fourier. También andizan la edimacion smultdhea de funcion de
produccion y sstema de demanda de inputs. Sogtienen que no es posible imponer
rendimientos constantes a escala para todo € recorrido, ya que exigiria funciones de

activacion linedes, invdidando la gproximacion universal.

Costa y Markellos (1997) edudian la eficiencia en d sector dd transporte, en
concreto para € metro de Londres con datos anudes sobre 2 inputs, flota y
trabgjadores, y 1 output, kms. recorridos. Estos autores crean una muestra sintética
paa la esimacion de la frontera afiadiendo ruido N(0,s?) a los datos inicides
Concluyen que las RNA presentan resultados smilares a COLS y DEA, pero
presentan ventgas como facilitar la toma de decigones, edtudiar € impacto de
rendimientos varigbles a escada versus rendimientos condtantes, deteccion de &ees

congestion, etc.

Guermat y Hadri (1999) edtudian las funciones frontera estocadticas mediante
smulacion Monte Carlo. Los datos (2 inputs y 1 output) son generados a partir de
diversas funciones. Cobb-Douglas, CES y generdizada Leontief, y condderan
varias funciones RNA, Cobb-Douglas, trandog, CES y generdizada de Leontief.
Las RNA superan a la trandog y Cobb-Douglas, s bien los resultados no son
satisfactorios cuando los datos se generan a partir de funciones de Leontief o CES
por problemas de especificacion. Ademas la incorrecta especificacion de la forma
funciond (con RNA y trandog) no afecta Sgnificativamente a la eficiencia media,

maximay minima, pero s aineficiencias puntuales y ordenaciones.

Santin y Vadifio (2000) estudian la €ficiencia en educacién con un modelo en dos
niveles, etimando en d primer nive, de edudiante, la funcion de produccion a
través de una red neurond. En su gplicacion con datos de 7454 estudiantes y 12
inputs, las RNA superan los resultados de la gproximacion economérica en la

estimacion de lafrontera.

Feissg et al. (2000) en d marco de funciones de coste redlizan una comparacion
entre RNA, forma flexible Fourier, AIM —asymptotically ideal model-, trandog y



Leontief generdlizada. Los datos fueron smulados a partir de funciones CES y Box-
Cox generdizadas. Sus conclusiones gpuntan a que las RNA se comportan peor que
Fourier d no imponer smetria y homogeneidad, caracteristicas si incorporadas en
Fourier y AIM, y detectan dificultades de convergencia en la imposicion de
homogeneidad y smetriaen las RNA.

En dntess, consderamos que las redes neuronades condituyen un instrumento
potencidmente Util para d andiss de la eficiencia. En especid serén relevantes cuando
exigan pocos indicios sobre la forma de la funcion de produccion, o se detecten
comportamientos no linedles. Adl, en la condruccion de funciones frontera, los
resultados obtenidos se asemgan 0 superan a los correspondientes a la habituamente
empleada funcién trandog, aunque no se han andizado aln cuestiones como por
gemplo los efectos de observaciones andmaas o outliers sobre la frontera estimada con
la red neurond. La disponibilidad de datos suficientes para poder estimar redes de cierta
complgidad serd clave para la aplicacion de las RNA. En otro caso, sera necesario
aplicar mecanismos gpropiados para la creacion de muestras de mayor tamafio a partir
de la origind, como los méodos bootstrap.

Findmente, resaltar la necesidad de avanzar tanto en € aspecto tedrico como empirico
para comprobar d findmente es “eficiente’ @ uso de estas complicadas técnicas d
canpo de la eficiencia La respuesta se obtendra a evaduar los costes, como la
complgidad de los moddos y dgoritmos recursos informéticos, —interpretacion
econdmica, €tc., y los posbles beneficioss, como meores resultados, megoras en

interpretacion de los mismos, flexibilidad, etc.

4. Simulacion

Sea H(X) la siguiente funcion de produccion continua con un input y un output:

&0 dx1 [0, €
e€g
In (x) ix1 [e €]

F(x) = (6)
A* COS (x-€%) +2—A ix1 [€%, € +p], donde A =0.25
In(x - 2p) ix1 [€+p,26]



En eda funcion (figura 4) incorporamos todas las posbilidades de rendimientos a
excda en d primer tramo rendimientos crecientes (IRS), en d segundo y cuarto
rendimientos decrecientes (DRS) y en € tercero una Stuacion en la que aumentos de

input significan reducciones de output, interpretado como &rea congestionadz’.

3,5

3,0

2,5

2,0

OUTPUT(Y)

1,5

Congested area

1,0

IRS

0 10 20 30
INPUT(X) ~ U(0;26)
Figura 4. Funcion de produccion no linegl

En & experimento se consderan 4 escenarios con 50, 100, 200 y 300 unidades (DMUSs).

Para cada escenario se generan numeros pseudo-degtorios uniformemente digtribuidos
en e espacio de inputs
X ~U (0,26) (7

Después se calcula € verdadero output, que es la verdadera frontera de produccion de la

figura4, y se generan ineficiencias inyectando distintas cantidades de ruido d output:

y ~U(y+ay,y-by) ®

donde y* es e output observado, a= 0.05 s b= 0.1, 0.2, 0.3; y a=0.15 s b= 0.35, 0.6, y

se mide la verdadera eficienciatécnica (te) como:
te=(y*/y) (se permite te>1 pararecoger outliers) 9

Por smplicidad, se asume que los datos estan libres de ruido y todas las diferencias

entre d output verdadero y € estimado son ineficiencias.

8 Esta situacion de congestion puede presentarse por ejemplo en los ambitos de educacion y transporte
(Costay Markellos, 1997).
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Para cada escenario se computa la eficiencia técnica mediante OLS y COLS con SPSS,
frontera estocastica SFA con FRONTIER 4.1 (Codli, 1996b), DEA con rendimientos
congtantes DEAcrs y variables DEAvrs con DEAP 2.1 (Codli, 1996q), y la red MLP
con S-PLUS.

Inicidmente, los datos son divididos en dos conjuntos, entrenamiento (80%) vy
vdidacion (20%). Sin embargo, se ha detectado un comportamiento cas idéntico en
ambos casos por 10 que se han consderado conjuntamente. Para cada escenario se han
entrenado redes con 3 a 8 neuronas en la capa oculta con un coeficiente de aprendizge
de 0.5 y weight decay 0.001, deteniendo e proceso tras 500 teraciones para evitar €
sobregjuste.

La comparacion de técnicas se ha llevado a cabo mediante d coeficiente de correlacion
de Pearson entre las medidas de eficiencia estimadas y redes (tabla 3). En todos los
casos excepto uno, la RNA presenta mejores resultados, y dcanza estimaciones robustas
a nimero de unidades y ruido inyectado. La RNA es superior a técnicas tradicionales
cuando se somete a la tecnologia a ruido moderado y suficientes observaciones. Sin
embargo, € andiss DEA con rendimientos varigbles supera a la RNA cuando existe

gran cantidad de ruido y pocas observaciones.
Tabla 3. Coeficientes de correlacion de Pearson entre eficiencias reales y estimadas

Efficiency Technigues

50 DMUs OLS COLS SE DEAcrs DEAvrs ___ MLP BEST
50(15) 0.180 0.104 0.441 0.297 0.431 0.788
50(25) 0.230 0.249 0.294 0.119 0.296 0.838

3| 50(35) 0.464 0.405 0.581 0.419 0.714 0.804

21  50(50) 0.584 0.575 0.630 0.378 0.798 0.873

<_50(75) 0.608 0.520 0.443 0473 | 0895 0.887

®| 100 DMUs OLS COLS SE DEAcrs DEAvrs ___ MLP BEST

o] 100(15) 0.145 0.146 0.096 0.090 0.183 0.897

| 100(25) 0.255 0.211 0.239 0.286 0.293 0.751

ol 100(35) 0.297 0.237 0.332 0.357 0.498 0.919

S| 100(50) 0.496 0.490 0.321 0.345 0.661 0.951

§ 100(75) 0.557 0.517 0.474 0.543 0.728 0.855

5 [ 200 DMUs OLS COLS SF DEAcrs DEAvrs ___ MLP BEST

g 200(15) 0.184 0.205 0.139 0.076 0.249 0.816

w| 200(25) 0.326 0.322 0.258 0.187 0.439 0.961

2| 200(35) 0.377 0.329 0.280 0.348 0.479 0.947

o 200(50) 0.554 0.557 0.331 0.365 0.686 0.924

“§ 200(75) 0.685 0.705 0.337 0.483 0.794 0.934

@] 300 DMUs OLS COLS SF DEAcrs DEAvrs ___ MLP BEST

E| 300(15) 0.214 0.248 0.029 0.026 0.302 0.887

Z| 300(25) 0.374 0.332 0.388 0.280 0.457 0.935
300(35) 0.447 0.409 0.417 0.316 0.587 0.975
300(50) 0.606 0.607 0.663 0.319 0.736 0.935
300(75) 0.759 0.722 0.804 0.541 0.857 0.973
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Un caso paticular s2e muestra en la figura 5, para 300 observaciones y un 25% de ruido
uniforme en € output red. Se observa que la RNA capta la no linedlidad de los datos, y
es posble congruir una frontera desplazando hacia arriba la curva en d mayor resduo
como en COLS. La figura 5 también pone de relieve que la RNA es un buen
indrumento para d andiss exploratorio de relaciones no lineales como paso previo d

estudio de eficienciay adi evitar problemas de especificacion.

DEAcrs Lo SFA

o PRODUCTION
FUNCTION

o0 ANN

o SFA
DEAcrs

o DEAvrs
COLS
o oLs

© OBSERVED
OUTPUT

0 10 20 30

Figura 5. Funciones de produccion estimadas

4. Conclusiones

Las RNA son técnicas muy flexibles gplicables en una variedad de campos entre dlos €
econdmico. En este trabgo se han revisado las experiencias de las RNA en € ambito de
la produccion y la medicién de eficiencia de las que se deduce su importante pape
como técnica complementaria a las tradicionades, como las técnicas de fronteras
estocédticasy € andisis envolvente de datos (DEA).



En ede trabgo s ha smulado una funcion de produccion no linea con diferentes
rendimientos a escda: crecientes, decrecientes y aeas de congestion, y s han
comparado técnicas estocasticas, envolvente de datos y redes neuronales. Los resultados
de la smulacion avdan la rdevancia de las redes neurondes en d contexto de
eficiencia, conscientes de que ninguna de las técnicas es sempre superior d resto. Las
RNA tendran un pape fundamentd cuando se desconozca la forma funciond y asi
evitar problemas asociados a incorrecta especificacion, y también en aquellos casos en
gue se detecten comportamientos no linedes, Sendo recomendable un andiss

(contraste) previo de no linedidad.
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