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Resumen

En este trabajo se comparan los intervalos de confianza que pueden
obtenerse aplicando los métodos estandar para estimar la media poblacional
en un modelo generador de datos normal en las dos situaciones posibles,
(con varianza poblacional conocida y desconocida), cuantificando la
probabilidad de que €l intervalo que se obtiene en & segundo caso sea més
estrecho que en & primero, y analizando € significado que tiene que esto

pueda llegar a ocurrir.



1. Introduccion al problema. Intervalos de confianza que

propor cionan los métodos estandar

Consideremos la siguiente situacién: la caracteristica de interés de
una poblacion se distribuye segiin una variable aleatoria X1 N(mi) , y dos

investigadores que trabajan por separado desean construir un intervalo de

confianza al 90% para la media poblaciona 1 a partir de una muestra

aleatoria ssimple de tamaiio n=2 a la que ambos van a tener acceso.

Obtenida la muestra ésta resulta ser x, =0.95 y x, =1.05, de forma que la

mediay varianzamuestralesson X =1y S = 0.0025 respectivamente.

El primer investigador ha tenido acceso a la mencionada informacion
sobre la distribucion de la caracteristica de interés, por lo que plantea €l
correspondiente intervalo de confianza de la muestra, que como es sabido

para un grado de confianza 1-a supuesto conocida la varianza es:

= S Vi S
X - Zi—a/Zﬁ <m<X +Zl—a/2ﬁ

donde z,_,,, es €l correspondiente percentil del modelo normal tipificado.

Este intervao con los datos obtenidos se convierte en:
-0.163< Nk 2.163

El segundo investigador posee menos informacién que el primero y
sdlo conoce que X1 N(ms), por lo que construye e intervalo de

confianza segun la expresion

X- < m<? +tn—l,1—a/2

¢ S S

n—l,l—a/2 \/m \/m

donde t, ,, ., ese correspondiente percentil del modelo t—Student con n-1
grados de libertad y S es la raiz cuadrada de la varianza muestral. Este

intervalo a sustituir los valores correspondientes queda:
0.684< nk1.316
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de forma que & segundo intervalo es mucho mas preciso debido a su menor

amplitud.

La pregunta que surge es. ¢cOmo es posible que € segundo
investigador utilizando menos informacion haya obtenido un intervalo més
preciso que el primero con € mismo nivel de confianza? (de hecho puede
comprobarse gque € intervalo -0.163<nk 2163 a nuestro segundo
investigador llegaria a proporcionarle una confianza bastante superior a
95%). Asi pues s @ primer investigador tuviese conocimiento del intervalo
obtenido por € segundo, ¢deberia desechar su resultado y adoptar € del

compariero?

La respuesta es negativa, y con este trabajo vamos a justificar que s
nuestro investigador actuase de esta manera estaria interpretando
equivocadamente la confianza. Recuérdese que la confianza se entiende
como la probabilidad, previa a la obtencion de la muestra, de que €
intervalo que se va a construir contenga a verdadero valor del parametro,
pero téngase también presente que € intervalo es aleatorio y depende de la
muestra obtenida. En este caso la muestra es tal que ha ocurrido el “suceso

raro” de que laamplitud del primer intervalo es mayor que la del segundo.

2. Analissdelos intervalos de confianza

En esta seccién se comparan las amplitudes de los intervalos que
proporcionan los dos métodos de construccion de intervalos de confianza

antes descritos.

PLANTEAMIENTO GENERAL: Sea X un modelo generador de

datos que sigue un modelo normal de media my varianza s? , es decir,

XT N(ms). A partir de este modelo obtenemos una realizacion muestral
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de tamafio n: {x,x,,..,x,} . Puesto que € intervalo de confianza de la

muestra con un grado de confianza 1-a supuesto conocida la varianza es.

= 1 folss 0

N N T

laamplitud de este intervalo vale:

2
—S
\/ﬁ Zl af2

Analogamente, la expresion del intervalo de confianza de la muestra

con un grado de confianza 1-a supuesto desconocida la varianza es:

o Xt 0

—Stn -a ' Stn ~af2 +
§ o1 e -1 i
con amplitud:
2
—Stn -a
Jn-1 ek

Para comparar las amplitudes de los intervaos que se pueden

obtener por ambos métodos conviene considerar €l cociente entre la
amplitud variable del intervalo basado en ladistribucion t y la amplitud fija
del que se basa exclusivamente en la distribucion N (0,1) . Este cociente por
lo visto antes es
colrap 1 WS

2y Jn-1 s

y como caracteristicas de interés pueden calcularse E[C] y Var[C]. Para

2

T A2
I c .

determinar E[C] sblo cabe tener en cuenta que por cumplirse nS;

. - G(n/2)
entonces E gJﬁs/s H= 72 —G((n 02 de manera que

E[C] _ tn-l,l—a/z \/E G(n/2)
Liap \/n' 1 G((n' 1)/2)
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&, 1107, 0 ae e J2qny 69
a/2 gg g(n 1) G((n /z)gz

Var[C] =

En estas expresiones aparece la funcion gamma, para la que se

cumple la propiedad general lim ———— Gx+12) =1,

lo que aplicado a nuestro
X® +¥ .\/—qX) q ap

caso significa que

V2G0/D o0
J-Tan-v2

por lo que para a fijo
EC]¥%%®1 y Var[C]¥%3%3%® 0
de modo que para n grande ambos métodos tienden a ser equivalentes.

Siguiendo esta construccion se ha obtenido la siguiente tabla, para un grado

de confianza del 95% y variando el tamafio muestral

n E[C] Var[C] n E[C] Var[C]
2 5,1726 15,2719 28 1,0372 0,0201
3 1,9455 1,0342 29 1,0358 0,0193
4 1,4960 0,3986 30 1,0346 0,0186
5 1,3316 0,2336 31 1,0333 0,0179
6 1,2480 0,1627 32 1,0322 0,0173
7 1,1977 0,1241 33 1,0312 0,0167
8 1,1643 0,1000 34 1,0302 0,0162
9 1,1404 0,0837 35 1,0293 0,0157
10 1,1226 0,0718 36 1,0284 0,0152
11 1,1088 0,0629 37 1,0276 0,0148
12 1,0978 0,0560 38 1,0268 0,0143
13 1,0888 0,0504 39 1,0261 0,0139
14 1,0813 0,0458 40 1,0254 0,0136
15 1,0750 0,0420 41 1,0248 0,0132
16 1,0695 0,0387 42 1,0241 0,0129
17 1,0648 0,0360 43 1,0235 0,0125
18 1,0608 0,0336 44 1,0230 0,0122
19 1,0571 0,0315 45 1,0224 0,0119
20 1,0539 0,0296 46 1,0219 0,0117
21 1,0511 0,0280 47 1,0214 0,0114
22 1,0485 0,0265 48 1,0210 0,0111
23 1,0462 0,0252 49 1,0205 0,0109
24 1,0441 0,0239 50 1,0201 0,0107
25 1,0421 0,0229 100 1,0098 0,0052
26 1,0404 0,0219 200 1,0049 0,0025
27 1,0387 0,0209 500 1,0019 0,0010
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3. Estudioddl sucesoraro

Pese a que €l valor esperado del cociente de amplitudes es superior a
la unidad sin embargo es posible, como se tuvo ocasién de comprobar en la
introduccion del problema, que el intervalo de confianza proporcionado a
partir del modelo t de Student cuando desconocemos la varianza tenga
menor amplitud que el basado en el modelo normal, cuando la varianza es

conocida. Asi, calculemos la probabilidad:

®e 2 2 0
Pe———=St ,,.,<—=S Z .=
gm 1,1-a/2 ﬁ 1-a/2 p
teniendo en cuenta que todas las cantidades involucradas son positivas y

despejando convenientemente, esta probabilidad se expresa:

2 2
P?SZ <(n- )22k
S

n-11-a/2 B

2

. nS
y S nuevamente recordamos que | c?, sehadecalcular:

2

le—a/z
2 =
tn» 11-a/2 @

&®
ch§_1<(n-1)

Distinguimos dos casos:

a) Supongamos que el tamario muestral es grande:
Es conocido que s € tamafio muestral es grande entonces:

n
tn‘p » Zp _—

n-2
y sustituyendo esta expresion en la probabilidad queda:
P(cnz_1 <n- 3)
y Si tenemos en cuenta que:
E(c,f_l) =n-1 Var(c,f_l) =2(n-1

entonces:
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ae .- E(c? ) .. \/7 g
s Jvar n) o g
y como n es grande aplicando el teorema central del limite se sigue que la
probabilidad anterior es aproximadamente igual a

P(z<0)=05

con Z siguiendo un modelo normal tipificado.

Luego, como era l6gico s e tamafio muestral es suficientemente
grande los interval os que se obtienen tienen una probabilidad del 50% de ser
uno mayor que otro. Esto se sigue también del hecho de que & modeo t,
cuando n es grande se aproxima suficientemente bien por un normal, o
también del resultado anterior Var[C] % %3 0.

b) Supongamos que el tamafio muestral es pequefio:

En este caso no existe relaciéon sencilla entre los percentiles del
modelo normal tipificado y el modelo t con n grados de libertad y la Unica
solucion pasa por implementarlo es un ordenador y ver lo que ocurre. Asi lo
hemos hecho, seleccionando los grados de confianza més utilizados y

calculando la correspondiente probabilidad para obtener la tabla siguiente:

% (6]
Pgc?, <(n-1) 22 Bap +
g tn 11-a/2 g
1-a= 0,90 0,95 0,99
Ziap = 1,64485 1,95996 2,57583
n t Probabilidad t Probabilidad t Probabilidad
26,3137 0,2055( 12,7062 0,1226| 63,6559 0,0323
3 2,9200 0,2719  4,3027 0,1874 9,9250 0,0651
4 2,3534 0,3098 3,1824 0,2321 5,8408 0,0998
5 2,1318 0,33400 2,7765 0,2630 4,6041 0,1305
6 2,0150 0,3510 2,5706 0,2856 4,0321 0,1565
71,9432 0,3637] 2,4469 0,3030 3,7074 0,1783
8 11,8944 0,3737| 12,3646 0,3168 3,4995 0,1967
9 11,8595 0,3818 2,3060 0,3280 3,3554 0,2124
10| 11,8331 0,3885 12,2622 0,3375 3,2498 0,2260
11y 1,8125 0,3942 2,2281 0,3456 3,1693 0,2379
12 1,7959 0,3991f 2,2010 0,3525 3,1058 0,2484
13 1,7823 0,4034[ 2,1788 0,3586 3,0545 0,2578
14 1,7709 0,4072] 12,1604 0,3641 3,0123 0,2662
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15 11,7613 0,3689 2,976 0,273
160 11,7531 0,3733 2,946 0,280
171 1,7459 0,3772 2,920 0,287
18  1,7394 0,3808 2,898 0,292
19 1,734] 0,3841] 2,878 0,298
200 11,7291 0,3872 2,860 0,3033
21 1,7247 0,3900 2,845 0,307
22 11,7207 0,3926 2,831 0,312
23 1,7171] 0,3950 2,818 0,316
24 11,7139 0,3973 2,807 0,320
25 11,7109 0,3995 2,797 0,323
26 11,7081 0,4015 2,787 0,327
271 1,7056 0,4034 2,778 0,330
28 11,7033 0,4052 2,770 0,333
290 11,7011 0,4069 2,763 0,336
300 11,6991 0,4085 2,756 0,338
3l 11,6973 0,4100 2,750 0,341
32 1,6955 0,4114 2,744 0,343
33 11,6939 0,4128 2,738 0,346
34 1,6924 0,4141 2,733 0,348
35 11,6909 0,4154 2,728 0,350
36| 11,6896 0,4166 2,723 0,352
371 11,6883 0,4178 2,719 0,354
38 11,6871 0,4189 2,715 0,356
390 11,6860 0,4200 2,711 0,358
40 1,6849 0,4210 2,707 0,360
41 1,6839 0,4220 2,704 0,361
421 1,6829 0,4229 2,701 0,363
43  1,6820 0,4238 2,698 0,365
44  1,681] 0,4247) 2,695 0,366
45 1,6807 0,4256 2,692 0,368
46 1,6794 0,4264 2,689 0,369
47)  1,6787 0,4272, 2,687 0,370
48 16779 0,4280 2,684 0,372
49 1,6777 0,4287] 2,682 0,373
50| 1,6766 0,4295 2,680 0,374
80| 11,6644 0,4444 2,639 0,4009
100 1,6604 0,4503 2,626 0,411
200 1,6525 0,4649 2,600 0,437
500 1,6479 0,4779 2,585 0,460

En ésta, se puede observar que no es ni mucho menos inusua que €
intervalo de confianza de la media muestral con varianza desconocida sea
mas estrecho que cuando se supone varianza conocida, es decir, e “suceso
raro” no es tan extrario como a primera vista puede parecernos. Por g emplo,
considerando un grado de confianza del 95% (el més frecuente) con una
muestra de tamafio 7, esta probabilidad es superior a 30% y para n=10 la
probabilidad es superior a 1/3, subiendo esta probabilidad por encima del
40% cuando € tamario es de 26.
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4. Paradoja acerca de la confianza que merecen los
intervalos. Correccion de la confianza.

La aparente contradiccion que se presentd en la introduccién estaba
relacionada con la ocurrencia del “suceso raro” y consistia en decidir s
procede preferir e intervalo méas estrecho frente a de mayor amplitud.
Como ya indicamos desde €l principio la respuesta es negetiva 'y pasemos a
examinar por qué. La confianza de que intervalo aleatorio que se obtiene

aplicando ladistribucion t contengaa nr es el siguiente valor

5 1 ¥
ng - n1|<m8tn-1,1-a/2§

oloqueesigua

P%Jﬁ( s < A5y, m,z“

Teniendo en cuentaque Xi N(ms/+/n), para cada valor de S la
expresion derecha de la desigualdad sera un determinado percentil de orden

1- p/2 deladistribucion N(0,1) , es decir

_n_s,
Zl p/2 nll af2
\/ 1s

S se conoce s pueden calcularse z, ., Y p/2. Ademés por la

p/2
independencia entre las distribuciones X y S, la probabilidad condicionada

a Sdel anterior suceso no cambia, es decir,
P&VN(X - m/s|<z . |SU=1- p/2
y por consiguiente es 1- p el verdadero grado de confianza atribuible al

intervalo; es decir, si se conoce s se debe corregir la confianza. Notese que
la tentacion de preferir e intervalo basado en la distribucion t aparece
cuando

S

S
ﬁtn-l,l-a/z < ﬁ Zi-a/2

oloqueigua, s
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Jn S,
21. p/z \/_1 n 11-a/2 < Zl—a/2

de modo que entonces 1- p/2<1-a/2y 1- p<1- a, lo que significa que
la confianza corregida es inferior a grado de confianza que se tomo

inicialmente.

Asi pues, para un intervalo basado en la distribucion t si se conoce

S sepuede corregir su confianza que pasa a ser

'\/_ tnlla/ZS
Jn-1 s 0

y cabe preguntarse, ¢seratambién 1- a € vaor esperado de esta esperanza

1- p(S)=P 3—
S

corregida en coherencia con €l planteamiento del método estandar? Veamos

que efectivamente es asi. Abreviando la notacién mediante

X - t
=XS m\/ﬁ’ u(s) = \/ﬁ mira2 g

n-1 s
y representando por f y fg las funciones de densidad de Z y de S

entonces

+¥ +¥ u(s)

E[1- p(S)] = 0PéZ|<u(S)Hf (5)ds= ¢ Of (2 fs(6) dzds

0 -u(s)
y porser Z y S independientes entonces f (z) (9 estambién lafuncion

de densidad conjunta de ambas variables aeatorias, por o que la Ultima

expresion coincide con

é|X u
Paz|< U= pum [ bl pgs/—nf*h<tnlla,2u - a

tal y como se habia anunciado. Notese ademas que por su misma definicion
1- p(S)=2f (u(s))- 1

5. Cuantificacion del exceso de amplitud
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En la tabla de probabilidades dada en la seccion 3 se podia observar
gue la probabilidad de obtener €l “suceso raro” se aproxima a 50% cuando

el tamafno muestral crece, es decir, cada vez deja de ser menos raro.

Sin embargo, lo realmente importante es ver como difieren en
términos relativos las amplitudes de los intervalos de confianza
considerados, y es claro que cuando n crece ambas amplitudes tienden a
cero (para la que se basa en la distribucion t esa convergencia es en
probabilidad) y asimismo también para el cociente de ambas C3%%® 1y
por tanto aunque se tenga la ocurrencia del “suceso raro” la diferencia entre
las amplitudes es insignificante. La situacion a considerar por tanto tiene
interés cuando el tamafio muestral es pequefio, pues entonces puede que la
probabilidad de que las amplitudes difieran significativamente sea

importante.

Centremos nuestro estudio sobre intervalos de confianza a 95%?. S
se dispone de una muestra de tamafno 10, la probabilidad de obtener un
intervalo de confianza més estrecho cuando desconocemos la varianza que
cuando la conocemos es de 0.3375 pero la pregunta que pretendemos
contestar en esta seccion es ¢qué probabilidad existe de que en verdad las
amplitudes sean considerablemente diferentes? Para ello se ha calculado
para distintos valores de k la probabilidad que

S

s
mtn-l,l-a/z < ﬁ Z1-a/2 1- k)
Asi, para k=0.5 se estudia cuando €l intervalo basado en la distribucion t es

menos de |la mitad ddl intervalo basado en la normal. De esta forma se ha
construido la siguiente tabla:

K o075 | o5 | o025 | 01

n Probabilidades

2 0,030 0,061 0,0921 0,1104
3 0,012 0,050 0,1102 0,1547
4 0,004 0,037 0,1128 0,1798
5 0,001 0,026 0,1091 0,1938

! Deformaandogaserealizariael estudio paracualquier otro grado de confianza.
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6 0,000 0,018 0,103
7 0,000 0,013 0,096
8 0,000 0,009 0,089
9 0,000 0,006 0,082
10 0,000 0,004 0,075
n 0,000 0,003 0,069
12 0,000 0,002 0,064
13 0,000 0,001 0,059
14 0,000 0,001 0,054
15 0,000 0,000: 0,050
20 0,000 0,000 0,033
30 0,000 0,000 0,014
40 0,000 0,000 0,006
50 0,000 0,000 0,003
100 0,000 0,000 0,000
200 0,000 0,000 0,000
500 0,000 0,000 0,000

En ella podemos observar como cuando e tamafio muestral crece, la
probabilidad de que €l intervalo basado en lat tenga una amplitud inferior a
50% de la amplitud del intervalo basado en la normal esté préximo a cero a

partir de un tamario de 15.

Si consideramos como una diferencia importante que el tamafio del
intervalo basado en lat tenga una amplitud inferior en un 25% a tamario del
basado en la normal, se sigue que estos sucesos no son en absoluto raros ya
gue para un tamafio muestral de 10 esdel 7'59% y aln cuando el tamafio se

duplica, esta probabilidad es relativamente ata (3' 32%).

Todo esto nos sugiere de forma analitica que la interpretacion de los
intervalos de confianza de la media poblacional basados en la distribucién
de t de Student deben ser interpretado con una cierta cautela para cualquier

tipo de investigacion siempre que € tamafio de la muestra sea pequefio.

Conclusiones

En este trabgjo hemos comprobado tedricamente que no es un hecho
excepcional € obtener intervalos de confianza e la media muestral més

estrecho con menor informacion. Todo depende de la muestra concreta 'y en
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todo caso la probabilidad de tener intervalos de confianza més estrechos
despreciando informacién es relativamente alta en contra de lo que se podria
pensar, aungue como finalmente se desprende del analisis esa ganancia en
la precision del intervalo ha resultado ficticia

Ignorar e valor de s se paga obteniendo un intervalo que por
término medio tendra mas amplitud que € que se hubiese obtenido
utilizando esa informacion. Ademas, a la luz del conocimiento de s se
puede corregir la confianza que merece € intervalo que se obtuvo basado en
ladistribucion t. El hecho de que € valor medio de la confianza corregida
siga siendo e mismo que & que fijo inicidlmente €l investigador se explica
basicamente debido a que la confianza corregida viene dada por la funcion
concava 1- p(S) =2f (u(S))- 1, lo que significa que un incremento positivo
de S tiene menos repercusion en el aumento de la confianza corregida que
la disminucién asociada a mismo incremento negativo de S (aunque

también es un factor a tener en cuenta la propia distribucion de S).
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