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Resumen: Existen varios métodos para el analisis tedrico y numérico de opciones americanas. Algunos
estan basados en la denominada ecuacion de Black y Scholes [1], entre ellos destacamos los métodos de
ecuaciones en derivadas parciales y otros basados en el método binomial propuesto por Cox, Ross y
Rubinstein (véase, por ejemplo, [16], [7] y [3] ). No obstante aunque existan estos métodos hay una fuerte
demanda para crear otros que sean mas eficientes computacional y analiticamente. En esta comunicacion
demostramos, bajo ciertas condiciones, la existencia de un unico valor de una opcidon americana,

utilizando la teoria de semigrupos.



1 Introduccion

Las opciones no son un producto de reciente innovacion financiera, se concibieron opciones, de
hecho, hace miles de afios. Algunos historiadores de mercado datan los origenes de las opciones en la
Grecia antigua y el filosofo Thales que establecid opciones sobre la cosecha de aceituna y sobre el uso de
los molinos de aceite. En Estados Unidos, las opciones de compra de acciones se empezaron comerciando
ya entrado el siglo dieciocho en mercados no organizados, fue ya en 1973 en Chicago, cuando aparece el
primer mercado organizado de derivados financieros, el cual experimento un crecimiento espectacular.

Las opciones pertenecen a lo que se denomina como derivados. Un derivado es un producto
financiero elaborado sobre la base de un activo. El propietario de una opcion tiene el derecho (no la
obligacion) de compra o de venta de cierto activo en una fecha futura a un precio determinado.

Uno de los tipos de opciones mas sencillas son las que dan derecho a comprar un activo, se
conocen como opciones de compra o “call”. Es importante tener en cuenta que el propietario de una
opcion “call” puede escoger en no ejercer la opcidon y no obtener ninglin beneficio por la opcion. Asi,
pues, ejerciendo la opcion, el propietario se beneficia de un movimiento favorable en el precio del activo,
y no ejerciéndola, el propietario no sufre una pérdida significativa motivado por un movimiento
desfavorable. Por otra lado, el vendedor de la opcion “call” si estd obligado a cumplir las condiciones del
contrato si el propietario ejerce la opcion.

En 1973, la publicacion del famoso trabajo de Black y Scholes [1] revoluciond los mercados
financieros del mundo. Considerando un sencillo modelo para el precio de un recurso financiero, pudieron
obtener una formula analitica para el precio de una opcion de compra europea sobre una accion. La
opcion de compra europea es un ejemplo de derivado financiero que le da el derecho al poseedor, pero no
la obligacion, para comprar una unidad de un recurso en un momento fijo (la fecha de expiracion), a
precio fijo K (el precio de ejercicio). Si denotamos por C'y S los valores al vencimiento de la opcion de

compra, y de la accion, respectivamente, el poseedor de esa opcion recibira C = max(O,S -K ) Black y

Scholes asumieron que no habia arbitraje en el mercado y obtuvieron un tinico precio para la opcion que
permitiria a un banco tomar ese dinero y, usando una estrategia de la cobertura de riesgo, garantizar el
pago de la opcion. Recientemente en [4] hemos valorado opciones europeas usando la teoria de
sernigrupos.

Las opciones americanas son contratos que pueden ejercerse antes de la fecha de vencimiento. Por

ejemplo, si la opcidn es una “call”, podemos pagar el precio del ejercicio y recibir el activo siempre que



deseemos. Por este hecho, el problema de valorar opciones americanas se torna mas complicado. Es
conocido que una opcidén de compra americana que no reparte dividendos tiene el mismo precio que su
correspondiente opcidn europea (no ocurre lo mismo con las opciones de venta), pero sin embargo no hay
ninguna expresion explicita para una opcion de tal naturaleza. Debemos destacar entre las técnicas
empleadas para la valoracion de los precios de las opciones a la que utilizan la teoria de ecuaciones en
derivadas parciales, medidas de martingalas y arboles binomiales ([3],[7],[16]). En este articulo, nos
plantemos abordar este problema de una forma diferente, utilizando la teoria de semigrupos.

2 Preliminares

Para valorar una opcion americana con pago g, consideramos primero las opciones mas usadas y
con mas movimiento en el mercado que son las opciones americanas de compra y venta. Estas son con
pagos independientes del tiempo g(s,t)=(s—k)" y g(s,t) =(k—s)", respectivamente, siendo k >0 es

el precio de ejercicioy x* = max{x,O}, x eR.

McKean, Merton y Samuelson [11], [12], [14], [15] demostraron que los valores de una opcion de
compra “call” americana y de una opcion de venta “put” americana (C'y P, respectivamente) en el modelo

de Black-Scholes verifican las siguientes problemas,
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donde, s es un precio de una accion, o > 0 es la volatilidad del activo, d > 0 es la rentabilidad del activo
dada a interés compuesto continuo, » >0 es la tasa de interés compuesto continuo y las fronteras, es

decir, las fronteras de ejercicio 6ptimo denotadas por s, s,



En [8, pp. 5064 5065], usando la funciones caracteristicas h((s—k)+ —C) y h((k—s)+ —P), seR",

siendo /4 la funcion de Heaviside,

1 six=>0
h(x) = . ,
0 six<0

se transforma (2.1) y (2.2) en una unica ecuacion no homogénea del tipo Black-Scholes en todo el

dominio de la variable de estado s, es decir,
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Recordemos también que en [8] se obtiene una ecuacion semilineal del tipo Black-Scholes para las

opciones americanas en general, con pago g:

oV 1 22 0?2 V ov
N T —-——rV=- >
2.9 o 2 d)s——=rV==p"(s, Hi(g(s,t)—=V), s20, te[0,T]¢
V(s,T)=g(s,T),
; + og 1 ,, 0’ og og "
d D=t 5 tr—d)s—>- 1),
siendo p7(s,1) (at JOS St rd)s g | (s.0)

Para opciones de compra y venta americanas, la ecuacion (2.9) toma la forma de (2.3) y (2.4),

respectivamente.

El hecho que el término no lineal ,0+(s,t)h(g(s,t) — V(S,t)) sea una funcion discontinua de ¥ no
permite una simple aplicacion de la teoria del punto fijo al andlisis de la ecuacion (2.9). Para evitar este
problema, reemplazaremos la funcion de Heaviside en el término no lineal por una aproximacion suave
(diferente a la utilizada en [8, p. 5067]). En concreto utilizaremos la funcion Error que puede verse entre
otros en [9, p. 17, (2.1.5)] y viene dada por:

Erfz = ie_tzdt.

0



Esta funcion Error nos permite definir en la forma: 4, (z) :%(l+iErf(5 z)j , (nétese que cuando
/4

=

&>, h (z) > h(z)), y por consiguiente, podemos reemplazar i por h,, obteniendo el siguiente

problema aproximado para opciones americanas:

oV 1 ,,0V ov
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V(s,T)=g(s,T),
donde F,(s,t,V) esla funcion — p* (s,2)-h,(g(s,t) V).
Recientemente, en [6] se estudia la generacion de semigrupos analiticos en el espacio L’ (Rd) yla

caracterizacion de su dominio para una familia de operadores elipticos con coeficientes no acotados, que
incluyen algunos conocidos operadores que se surgen en la Matematica Financiera. Sin embargo, en este
articulo se comenta que no es posible obtener un resultado de generacién de semigrupo sin imponer un
crecimiento adecuado y condiciones sobre los coeficientes, principalmente por la posibilidad de la no
acotacion de todos los coeficientes y la degeneracion del operador. Estos resultados se emplean para
obtener la existencia, la unicidad y estimaciones sobre la regularidad para las soluciones de los problemas
parabdlicos asociados.

Exponemos a continuacion los cambios de variable con los que conseguimos reducir (2.10) a una
variante de la ecuacion de difusion para resolver el problema de la degeneracion del operador.

Primero podemos ver el componente espacial del operador como una ecuacion diferencial de
Riemann, y usando el cambio
Q1) s=e*, t=2T-1)/c", V=wx1),

obtener la ecuacion

(2.12)

ow _ 82w+ 2(r—d)
or ox’ o’
siendo H ,(x,7,w) = p* (s,0)h,(g(s,1) - V)‘S:ex;tzz(T_T)/Uz la transformacion de F, .

La ecuacion (2.12) ahora se parece mucho mas a una ecuacion de difusion, y podemos convertirla

en ella con un simple cambio de variable de la forma
(2.13) w=e*""’*u(x,7),

para algunas constantes «, f dadas por



2
oa=—- , fB= ——(———+ 1) —% , siendo u una funcién de variable real definida sobre
o

R x {O, l o’T } .
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Por consiguiente la ecuacion (2.10), toma la forma siguiente:

6_u B 0*u
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siendo
x=logs,t=2T~7)/0>, f,(oru)=p"(x,0)-h,(2(e0)-u), &(x7)=gle AT -1)/0" e,
[3+(X,T) = (g’\"r(‘x’z.)_g,‘oc(‘x’z-))+ *

Una vez resuelto los problemas planteados en [8] y [6], demostraremos la existencia de un tinico
valor de una opcidon americana con un pago general, es decir, demostramos un teorema de existencia y

unicidad para el problema de Cauchy que viene dado por (2.10) utilizando la teoria del semigrupos.

Ademas estableceremos una propiedad de regularidad.

3 Notacion

Daremos algunas definiciones y teoremas que utilizaremos posteriormente.

Definicion 3.1. Sea f:R" — C, 1< p <o, diremos que fpertenece a L si ||f||p , <oo siendo

0

||f||,,,,,,=US“””‘1|f(s)|"dsj |

0

y | f | representa el modulo de f. También definimos el operador

2
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0
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f(s)l—)[—%a s ——(r—d)s%+r]f(s)
siendo D(A)={feL§ :—lojszaz—{—(r—d)sg+rfeL§}.
2 os os

Ademas, como es usual, L”(R) = {f : || f ||p < oo} donde



I, =[J|f<x>|"dxj |

Definicion 3.2. [10, p., 258] Una funcion f : [O,T]x X — X, diremos que es Lipschitz continua si existe
L >0 tal que

G.15) | ft.x) - f(t, )| < L|x -], Ve [0, T].

Definicion 3.3. [10, p. 33] Sea X un espacio de Banach, dotado con la norma |||| . Se dice que 4 es sectorial
si existen constantes w € R, 8 € (72'/ 2, 7z), M >0 tal que:

1.§,,= {/1 eC:1# o, arg(ﬁ—a))| < H}C p(A),

2. |R(2: 4)||< ML Vies
—a

0,0

Proposicion 3.1. [13, Teorema 7.7, p. 30] Sea 4 un operador definido densamente en X que satisface las

siguientes condiciones:
1. Paraalgin 5:0<85<7/2, S, = {2 e C:larg(2)| < /2 +5JU{0} < p(4),

M
<

2. Existe una constante M tal que: ||R(/1 : A)|| < |/1 ,para L€ S;, 1 #0.

Entonces 4 es el generador infinitesimal de un C, semigrupo 7(¢) que satisface ||T (t)|| < C para alguna

constante C.
Consecuencia de la Definicion 3.3 y la Proposicion 3.1. Todo operador sectorial es el generador

infinitesimal de un C, semigrupo analitico.

En [13, Capitulo 6, p. 181], con una ligera modificacion, podemos ver el siguiente problema

parabolico semilineal:

? = Au(t)+ f(t,u(r)), t<T,

u(T) =u,,

(3.16)

donde A4:D(A)— X es un operador lineal sectorial, f:[0,7]x X — X es una funcién continua en ¢ y

que satisface una condicion Lipschitz en u, siendo X un espacio de Banach.

Recordemos de [13, Capitulo 6, Teorema 1.2, p. 184] el siguiente resultado:



Proposicion 3.2. Sea f:[0,T7]xX — X una funcién continua en ¢ sobre [0,7] y uniformemente
Lipschitz continua (con constante L) sobre X. Si A es un operador sectorial sobre X entonces para cada

u, € X , el problema de valor inicial (3.16) tienen una tinica solucién débil u € C([0,T]: X) satisfaciendo

la ecuacion integral
T

u(t) = e u + [ f(y,u(y) Hy
t

donde

e =L Ie"R(xl:A)dxl, t>0,
27

Vra

siendo >0, 7 € (7:/2, 6?) y 7., €slacurva

{/1 € C:|arg/1| =7, /1| > r}U{/l S C:|arg/1| <n, /”L| = r},

orientada en sentido contrario a las agujas del reloj.
El siguiente resultado de regularidad se puede encontrar en [13, Teorema 1.6, p. 189].

Proposicion 3.3. Dado 4 el generador infinitesimal de un C, semigrupo 7'(¢) sobre un espacio de Banach
reflexivo X. Si f: [O, T ]><X — X es Lipschitz continua en ambas variables, u, € D(4) y u es una

solucion débil del problema de valor inicial (3.16) entonces u es una solucion fuerte.
4 Resultados principales

Después de estos preliminares, en esta seccion, demostraremos la existencia de un unico valor de
una opcién americana con un pago cualquiera, es decir, demostramos la existencia y unicidad del
problema de Cauchy (2.10).

Para esto, es muy importante demostrar que el operador de Black-Scholes genera un semigrupo

analitico.

o O

Teorema 4.1. El operador diferencial 4 = —Eazs Py —(r—d)s§+r genera un semigrupo analitico,
s s

que viene dado por la féormula

@17 T(p=e"¢ = 2L je"Ru : A)pdA,
il

Vrom



ﬁ|2r}U{/1€C:|arg;t|S77, /1|=i’},

siendo ¢ € L], donde y,, es lacurva {/”t eC: |arg ﬁ| =1,
orientada en sentido contrario a las agujas del reloj, » >0, n e (7/2,0) y

1
11/2

jz*“gﬁ(z) e* "absloss/9) g2 (abs 1a funcién valor absoluto).
0

1/2
(4.18) R(A: A)h(s) = (%J
Demostracion.
Probaremos que el operador de Black-Scholes es sectorial y por tanto genera un semigrupo
analitico.
Para ello, recordamos que en la Seccion 2 usando los cambios de variables (2.11) y (2.13), la

ecuacion (2.10) se reduce a la ecuacion (2.14).
2

Es decir, si demostramos que B = o7 es un operador sectorial tendremos el resultado para el
X

2 0

—-(r—d )si + r, sin mas que deshacer los cambios de variables.
Os’ os

operador A = _%st

Notese que con (2.11)-(2.13) el espacio L? sereducea L”(R) y

di :D(B)c L"(R)— L’ (R)
X

d>f

S R

donde D(B) = {f e L”(R) :622—{ el’ (R)} .
x

Si denotamos por C, a las funciones f € C” con soporte compacto, entonces D(B) es denso en
L”(R), yaque D(B) contienea C; .

En virtud de la Definicion 3.3 debemos ver que

p)

Cl
[R5, <7l

donde C, es una constante positiva.

Inicialmente analicemos quién es R(A: B).

2

Sea g e D(B) tal que g = R(A:B)f =(A —B)" f, es decir, f:(/U—B)g=/1g—cZ; f’.
X




: . . . d’
Aplicando la transformacion de Fourier [2] y teniendo en cuenta que S( p ?j( y)=—y"3g(»),
X

tenemos
I (»)=24-3g(y)+y*Ig(y) = (A+y*)3g(y) , entonces

1
A+

(4.19) 3g(y) = e 3f(y).

Si aplicamos en (4.19) la transformacion inversa de Fourier obtenemos

g(x)= (H *f )(x) , siendo * la convolucidn de Fourier (ver [2]) y
H= Sl(%;y - xj = (7[/2)”2%@’1”2“5("), donde abs(x) es la funcién valor absoluto de x y
A+y A

LeC—(-0,0]y c>0.
Entonces un simple célculo nos da la siguiente acotacion

~i 1 c .

S| —Fyox|| <i7,8l leC—(—oo,O] yc>0.

A+y A

Por lo tanto, si A € C— (— oo,O], aplicando la desigualdad de Young [5, p. 232] tenemos

|, =

@20 a1l <17, Aol < 1A,

|Re /I| L
ImA| 2¢

Consideramos A € C tal que ReA <0y , ¢, > 1. Entonces elegimos un 4, € C con

ImA, =ImA y Rel, € (0,%|Imio|j. Como consecuencia |4, — 4| s4i|ﬂ,0| =¢,|4,| y por lo tanto
¢ c

1

Ay — A
| 0|,1 | | < 1. Procediendo de igual forma que [17, p. 255], R(A: B) existe y viene dada por
G|

R(A:BY= (2 - 1) R(Ay : B,

N=0
ademas tomando normas

1

]
4|

|r(2:B)|, <

pi



teniendo presente como esta definido A, y que verifica (4.20) obtenemos ||R(/1 :B)f ||p < ﬁ . || f ||P

Por lo tanto para L € C y |Arg i| < %+ arctgzL tenemos
G

. * ..
» siendo ¢ una constante positiva.

|R(2:B)f], sfﬂllf

En virtud de la Definicion 3.3 concluimos que B es un operador sectorial en L” dado por (4.17).

o O

. 0 .
Por consiguiente 4 = —50 s P (r— d)sa— +r es un operador sectorial en L? .
s

En virtud de la Proposicion 3.1 y el Teorema 4.1 tenemos

Teorema 4.2. Para cada g€ L? y F, que satisface (3.15), el problema de valores iniciales (2.10) tiene

una unica solucién V, que satisface la ecuacion integral
T

V(s,t) =" g(s,T)+ [V F, (5,0.V (s, )by,
t

siendo e” como en el Teorema 4.1 y R(A:A) como en (4.18). Es mds, usando el resultado de
regularidad dado en el Teorema 3.2 y [5, Corolario 6.16, p. 183], obtenemos que si F, es Lipschitz

continua en las dos variables y g € D(A4) entonces la solucion débil V' es una solucion fuerte de (2.10).

Noétese que para los casos particulares de las opciones de venta y compra tenemos:

2
o . o
Teorema 4.3.Sea d >r+ - y ¢ suficientemente grande, entonces los problemas de valor inicial

oc 1 ,,0C oC N N
— —d)s——rC=—(ds—rk)" h k) - >0, t|0,T
@21) o 20' S Y +(r—d)s 2 rC (ds —rk) g((s ) C) s >0, e[ , ],

C(s.T)=(s—k)",

P 1 ,,0°P oP . .
L L2 O oty Pk —dsy h,(k—s) —P) s20, e[0T
(422) o 120 g TPl =9 =p) 520, 7]

P(s,T)=(k-s)".



tienen una Unica solucion.
Demostracion.
Lo demostraremos para las opciones de compra, la demostracion para las opciones de venta se obtiene de

forma similar.
En virtud del Teorema 4.2 debemos obtener que (s—k)" € D(A) y que (ds—rk)" h, ((s -k -C ) sea

Lipschitz continua.

2
Si a>1,estoes, d> r+%, tenemos que (s —k)" € D(A).

Por lo tanto debemos ver que (ds —rk)" h, ((s -k)y'-C ) es Lipschitz continua.

Con un sencillo calculo tenemos que si £ es suficientemente grande
S(5.C) = f(5.Cy) < =k, (ds = rk)'(C, - C, ).

Ahora, si tomamos normas,

0

”f(s’ C)—f(s, CZ)”i I (ds —rk)” |C1(s,t)—C2 (S,t)|ps’a"’1ds.

0

Aplicando la desigualdad de Holder [5, Teorema 6.8, p. 176] nos da

[/ 6.C) = .07, < k(s — k)" P gmapl g

S k3||C1 -G ”ia
siendo k, >0 (i =1,2,3) constantes.

Luego tenemos (ds —rk)" h, ((s -k -C ) es Lipschitz continua y con ello finalizamos la demostracion.

5 Conclusiones

Hemos resuelto y mejorado los problemas planteados en [8]. Estos resultados son aplicables a las

aproximaciones del problema inicial con las funciones del tipo

h,(z) = (1+%Erf(gz)]

Es posible obtener otras aproximaciones a las funciones de Heaviside, por ejemplo



0 siz<0
h(z)=41/g-z si0<z<e.
1 siz>¢
La primera aproximacion verifica la convergencia dominada y la segunda el teorema de
convergencia monotona. Se encuentra en estudio la aplicacion de resultados de convergencia a la solucion
del problema real. Ademas, se estd analizando la regularidad de las soluciones, aunque como primer
resultado podemos aplicar [10, Proposicion 7.1.10, p. 268]. Por otro lado, debemos sefalar que en virtud
de Teorema 4.3, los resultados son los aplicables con éxito en los importantes casos de las opciones de

venta y compra americanas siempre que los dividendos estan relacionados con la volatilidad y la tasa de

2
L . o : ) . .
interés de la siguiente forma d > r +7 , estando en este caso garantizada la existencia y unicidad del
valor de una opcién americana. Por ultimo nuestros resultados mejoran y estan en concordancia con el

trabajo [8].
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